L.Kowalski—Zmienne losowe wielowymiarowe

ZMIENNE LOSOW E WIELOWYMIAROWE

(Q,S,P)- ustalona przestragrobabilistyczna.

X=Xy, Xz, ..., %) - zmienna losowa n - wymiarowa (wektor losowigg losowy).
X:Q - R" (funkcja borelowska)

Py :B(R“) - [0, 1] - rozkiad zmiennej losowej X.

Dystrybuanta

F(x, ...X,)= P(Xl <X, X, < xn)
X nazywamyzmienng losowg skokowa jesli jej zbior wartaci jest skaczony lub
przeliczalny.

X nazywamyzmienng losowg ciagta jesli jej dystrybuanta da siprzedstawd w postaci
X Xy
FO %) = [ [ Fuy, -ou,)du,. du,

—00 —00

dla pewnej nieujemnej funkcji f zwanejsicscia.

Uwaga.
1. W punktach cigtosci funkcji f zachodzi:
OVF (X, .oX,
(% )2 f0x, )
0x, ..0X,

2. Dla AOB(R") mamy PX(A):“...jf(xl, X )X X

Funkcja charakterystycznazmiennej losowej n - wymiarowej.
1) = h(t,, -t,) = E[€” )= Elexpft. X, +..+,X,)).

Rozktady warunkowe.

wymiarowej okrélonej wzorem:

P (X=X, X, =%y)
P (X =%, o Xy = %)

P (X = Xarjr =Xy T X [ X =Xy, 0 Xy = Xg) =

nazywamy rozktladem warunkowym zmiennej Ioso(\béiﬂ, ...,Xn) pod warunkiemze
(Xl =Xy e Xy = xkj).

wzorem:
)= f(X, X))

f(Krr oo X [ X0 e X)) = o)
s X
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nazywamy rozktadem warunkowym zmiennej Ioso@éiﬂ, ...,Xn) pod warunkiemze
(X1 =X, X = xk).

Niezaleznos¢ zmiennych losowych.
Zmienne losowe X Xa, ..., Xy S3 niezalene j&li
F(X, ...X)=F(x)F,(X)..0F (x,) dladowolnych x x,, ..., % OR".

gdzie K- dystrybuanty rozktadéw brzegowych jednowymiarotuy
Dla zmiennych losowych skokowych odpowiedni warunekposté
P(X; =X, 0 X, =Xy) = B(X, =) LR (X, =X,

dla dowolnychx,;, ...,x, OR"

Dla zmiennych losowych ggtych odpowiedni warunek ma poéta
fOx, X)) = £06) T, (%) LF (%)

dla dowolnych x, Xy, ..., % O R".

Przypadek n = 2.

Dwuwymiarowa zmienna losowX(Y) marozkitad skokowy jesli zmienne losoweX i Y
majg skaiczony lub przeliczalny zbiér waloi.

Rozktad zmiennej losoweK( Y) (taczny rozktad zmiennycK i Y) okresla sk za pomog
funkcji prawdopodobigstwa lub dystrybuanty.

Funkcja prawdopodobieistwa skokowej zmiennej losoweK( Y) przyjmugcej wartgci
(X, ) jest

pi =PX=x,Y=y) i,j=1,2,..
przy czymp; = 0 orazzz p; =1
i

Dystrybuanta F(X, y) skokowej zmiennej losoweK( Y) jest funkcja rzeczywista
F(x,y) = Z Z P;
X<XY;<y

Funkcg prawdopodobigstwa skokowej zmiennej losowef,(Y) przyjmupcej wartgci (X, ¥;)
mozna zapisaw postaci tablicy:

Y
X Y1 Yo ] Y OF
X1 P11 Pz | e €] P1.
X2 P21 P2 | ...l i P2.
Xk Pk1 P2 | e R P
P, p.a P2 | p: 1

gdzie
X1, X2, ..., Xk — Wart@dci zmiennej losowex,
V1, Yo, ..., i — wart@ci zmiennej losowey,



L.Kowalski—Zmienne losowe wielowymiarowe

p,;— sumy prawdopodohistw w kolumnachp; =>'p,

pi.— sumy prawdopodohistw w wierszachp;. =3 p -
j

Uwaga.y" p, =1.
]

Rozktadem brzegowym zmiennej losowej X nazywamy rozkiad okéony funkcp
prawdopodobigstwa:

Xi X1 X2 A
pi. PL. 0. .

Rozktadem brzegowym zmiennej losow®& nazywamy rozkiad okseony funkcp
prawdopodobigstwa:

Yi Y1 Yo | Y
P, Pa1 P2 | .. P

J&li zmienna losowaX, Y) jest skokowa to zmienne losowei Y 3 niezalene gdy dla
kazdej pary &, ) (,] =1, 2, ...) spetniony jest warunek:

PX=x,Y=y)=PX=x)P(Y =y)
Warunek ten mima réwnie zapisa w postaci

P = Pi. ]
Przyktfad.
Rzucamy dwa razy kostkX - liczba parzystych oczek w pierwszym rzucikn.tX = 0 lub X
= 1. Y - liczba jedynek w obu rzutach, tzn. Y = @bl Y = 1, lub
Y =2.

Funkcja rozktadu prawdopodoligwa tej zmiennej losowej dana jest tabelk

X Y 0 1 2 Pi.
0 10/36 7/36 1/36 18/36
1 15/36 3/36 0 18/36
[oF 25/36 10/36 1/36 1

Rozktady brzegowe wyznaczongmzez brzegowe waroi tej tabeli.
Rozktad brzegowymiennej losoweX :

Xi 0 1
Di. 18/36 18/36.
Rozktad brzegowy zmiennej losowéj
Yi 0 1 2
oF; 25/36 10/36 1/36
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Przykifad.

Funkcje rozktadu prawdopodolistwa dane tabelkami:

« Ioo 1 2 o
0 1/8 0 3/8 4/8
1 1/4 1/4 0 4/8
oF 3/8 1/4 3/8 1

« Ioo 1 2 o
0 3/8 0 1/8 4/8
1 0 1/4 1/4 4/8
oF 3/8 1/4 3/8 1

majs identyczne rozktady brzegowe.

Whiosek

Na ogot rozktady brzegowe nie wyznaczepzktadu 4cznego jednoznacznie.

W przypadku zmiennych losowych niezaigch rozktady brzegowe wyznaczapzktad
taczny jednoznacznie.

(X, Y) nazywamyzmienna losowg ciagta jesli jej dystrybuanta da siprzedstawd w postaci

F(x, y)= ii f(s, t)dsdt

dla pewnej nieujemnej funkcji f zwanggstoscia.
Uwaga.
3. [[f(x yyxdy=1

—00—00

4. W punktach ggtosci funkcji f zachodzi:

O°F(x,Y) _
ooy = 1069

5. Dla AOB(R?) mamy R, (A) :“‘ f (x, y)dxdy-

A
Majac gestas¢ rozktadu §cznego gstasci rozkladow brzegowych wyznaczamy regmtjaco.
Jeli f(x, y) jest gestascia zmiennej losowej (X,Y) to funkcje

B =[fooy)dy £ (y) = [ f 6 y)dx

S3 gestasciami odpowiednich rozktadow brzegowych.

J&li taczny rozktad (X, Y) jest ggty, to zmienne losowe X,Yasniezalene wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnych x, y rzeczywistych

f(x, y) = &x(X)fv(y)
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Przyktfad.
Funkcja f(x, y) jestgptdiciag zmiennej losowej (X,Y).
c dla 0sx<2 0<sy<?2
f(xy) = :
0 dla innych x,y

Przez calkowanie lub z interpretacji geometryczmgjnika, ze ¢ = 0,25 (bo pole
rozpatrywanego kwadratu wynosi 4).

Przez catkowanie lub z interpretacji geometrycamgjika, ze dystrybuanta tego rozktadu ma
posta&

0 x<00Oy<0

025xy O0<x=<20<y<?2
F(x,y) =1 05X O<x<2,y>2

05y O<y<2,x>2

1 X>2,y>2

Rozktady brzegowe to rozktady jednostajne na prizéei {0, 2].
Zauwamy, ze zmienne losowk, Y 53 niezalene.

Przyktfad.
Funkcja f(x, y) jestgptdiciag zmiennej losowej (X,Y).
025 dla 0sx<2,0<y<?2
f(x,y)= .
0 dla innych x,y

gestas¢ rozktadu warunkowego X|Y =1 ma dla 0 < x < 2 po$§,25/0,5 = 0,5; zatem

0 (0,2
F(x|Y =1) = x0(02)

05 x0(02)

Parametry (mog nie istni€ )
Wartos¢ oczekiwanaE(X) =[EX,, EX,, ...,EX,].

Wariancja ~ D?(X) =|D?X,, D?X,, ....D*X,|.

Moment (zwyczajny) rzdu h + I, + ...+
M, = E(Xilx';...x;n),

Moment centralny rzedu b+l + ...+ |
t . =Elx, —Ex, ) (x, -EX,)")

Macierz kowariancji K = [k;], gdzie
k, =cov(X;,X,) =E[(X, —EX X, —EX; )= E(x;X,)-E(X,)E(X,)

Uwaga ki = D’X;, jest wariangji - tej sktadowe;.

Macierz K jest kwadratowa, symetryczna i stabo doideokreslona ( w szczegolrki ma
wyznacznik nieujemny).
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cov(X;, X;) _

Macierz korelacji R = [pj], gdzie p; = X TOx
i j

Uwaga p; = 1.

Przypadek zmiennej losowej dwuwymiarowe]

Kowariancg zmiennych losowychX, Y) nazywamy wielkéc¢

Cov(X, ¥) = E[(X - EX(Y — EY] = E(XY) —E(X)E(Y)

Dla zmiennej losowej skokoweX(Y) mamy:

E(XY) = ilzxi Y

=1 j=1

Cov(X,Y) = Zklzllxi y; p; —EXIEY

i=1 j=1

Dla zmiennej losowej ggtej (X, Y) mamy:
E(XY) = JTxyf(x, y)dxdy

—00—00

Cov(X,Y) = T Txyf(x, y)dxdy- EX (EY

Uwaga

a) Dla zmiennych losowych niezaieych Covk, Y) = 0, zatem zmienne losowe niezale g
nieskorelowane (odwrotna whasitaie zachodzi — patrz przyktad),

b) Cov(X, X) = DX,

c) DX +Y) = D?X + DY +2Co(X, Y), X, Y= dowolne zmienne losowe

Unormowan kowariancg nazywamywspotczynnikiem korelacji migdzy zmiennymiXi Y:

_ Cov(X,Y)

P=PXY) =55y qpY)

Wspotczynnik korelacji mierzy ,sif zaleznosci liniowej migdzy zmiennymi
XiY.

Wiasndaci wspoétczynnika korelaciji:

a) —1< p(X,Y)<1

b) dla niezalenych zmiennych losowych wspotczynnik korelacji jgstiny zero,

c) jezeli wspotczynnik korelacji jest dodatni, to ¢dzy zmiennymiX i Y istnieje zalenos¢
liniowa dodatnia, co oznaczae ze wzrostem warfoi jednej zmiennej rognsrednie
wartasci drugiej zmiennej,

d) jezeli wspotczynnik korelacji jest ujemny, to ¢dizy zmiennymiX i Y istnieje zalenos¢
liniowa ujemna, co oznaczae ze wzrostem waroi jednej zmiennej malgjsrednie
wartasci drugiej zmiennej,

e) jezeli wspoétczynnik korelacji jest rowny 1 lub — 1, toigdzy zmiennymiX i Y istnieje
funkcyjna zalenosc¢ liniowa,

Jezeli wspotczynnik korelacji jest rowny 0 to mowinmie zmienne losowX i Y 5
nieskorelowane.
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_| p%x
Cov(Y, X)

nazywamymacierza kowariancji

Przyktad

Funkcja rozktadu prawdopodoligtwa zmiennej losowej dwuwymiarowej
(X, Y) dana jest tabelk

Cov(X,Y)
D2y

« YIoZa 1 o
~1 16 16 13
0 173 0 13
1 1/6 16 13

P 2/3 1/3 1

Obliczymy wspotczynnik korelacji mdzy tymi zmiennymi.

Rozktad brzegowy zmiennej losow€j

Xi -1 0 1
p:. 1/3 1/30 1/3
EX=0

Rozktad brzegowy zmiennej losowgj

Y, -1 1

Pj 213 1/3

EY=-1/3

Poniewa
E(XY)=(-1)¢-1)1/6 +-1)101/6 + 1I(-1)[1/6 + 11[1/6 =0,
EXEY = 0; CovK,Y)=0 to p=0.

Zatem zmienn&, Y s nieskorelowane.

Uwaga.Zauwamy, ze powysze zmienne losowe chozisg zalezne to g§ nieskorelowane.

Zaktadamyze macierz kowariancji K istnieje.

Regresja | rodzaju Y wzgkdem X =zbidr punktow (x, E(Y|x)).
Regresja | rodzaju X wzgkdem Y =zbior punktéw (E(X|y),y).
Gdzie E(Y|x), E(X]y) to warunkowe wasim oczekiwane.

Linie regresji | rodzaju tylko w szczegoélnych pragikach g liniami prostymi.

Twierdzenie.

E((Y - #(X))?) oshga wartéé najmniejsa gdy ¢(x) = E(Y | X) z prawdopodobigstwem 1.

Jeli poszukujemy funkcji liniowej minimalizaicej wyrazenie E((Y — ¢(X))* )to otrzymamy

prost regresji zwag prost regresji Il rodzaju.
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o o
Regresja Il rodzaju Y wzgledem Xto prosta Y = ,OU—YX+ m, —po0—-m,
X X

) o
Regresja Il rodzaju X wzgledem Y to prosta X = ,OJ—X y+my - ,OJ—Xm{ .
Y Y

Powyssze pogcia regresji meona uogoélné na przypadek n - wymiarowych zmiennych
losowych.

W szczegolnéci hiperptaszczyzna regresji 1l rodzaju Zmiennej Wzgledem zmiennych
X2, X3, ...,% ma rébwnanie

X1 - EX1 = alXz - EXo) + ..+ @nlXn - EX) 8, =L

gdzie Ky; 53 dopetnieniami algebraicznymi elementéwkacierzy
kowariancji K.

Wielowymiarowy rozktad Bernoulliego.

Dla danych KIN, p = [p, 2, ....p] " takiego,ze 0< z p. <1 oraz
i=1

i =i, 02 o] gdziej0{0, 1, ..., n}Zij <k okrelamy
=1

| ) ) )
P(X =) = ﬁ ple Cpk CL.0p}
gdzie p, =1—Zn: P g = k—zn“ij :

i=1 i=1
Przyktfad.
Badanie systemu telekomunikacyjnego polega na wieioych probach uzyskania
pofaczenia. Rozpatrujemy trzy miove wyniki kazdego padczenia:
- Ao - pohczenie bez zakloge
- A - polgczenie z zaktdceniami,
- A, - brak pofczenia.
Wiadomo,ze P(A) = 0,7; P(A) = 0,2; P(A)=0,1.
Wykonano 50 prébakznaci, obliczy prawdopodobigstwo tegoze w tych prébach co
najwyzej raz nie uzyskamy pgdzenia i co najwiej raz uzyskamy petzenie z zaktéceniami.
X - liczba préb z brakiemgéznaici,
Y - liczba préb z pajczeniami z zaktoceniami.
50

P(X=i,Y=)=—————07°"102'01' gdziei,j=0,1, ..., 50;i+g50.
irj1Go—i—j)!
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Zatem
P(X<LY<D=P(X=0,Y=0)+P(X =0,Y=D+P(X =LY =0)+P(X =LY =1) =
0,7*° +50[D1[D,7*° +50[02[0,7* +50[49[D1[D2[D,7* = 0,0000022

Wielowymiarowy rozktad wielomianowy.

Je&li w definicji rozktadu Bernoulliego mamy,p= 0 ,Zij =k to otrzymany rozkfad
j=1

nazywamy rozkladem wielomianowym.

Wielowymiarowy rozkiad Poissona.
Dla danego\ = [Ay, A, ...,Aq] " oraz
i =i, 02 o] gdzie j0 {0, 1, ..., n} okrélamy

SN :
p(Xzi):i—ll!D.. | !eA‘) gdzie Ao:;Ai

Rozktad normalny n - wymiarowy.

K - macierz kowariancyjna, niech de#0.

Zmienna losowa n - wymiarowa ma rozkiad normalny wymiarowy gdy @stcs¢ tej
zmiennej losowej wyraa st wzorem:

L n
f(X) = (X, X5 ,0m00X,) :(271\/;’2@( —% D1 (X =my)(%, —mk)Jz

j k=1
_d

_(Zﬂ)mzexp{—;(x -m)" L(X —m))

gdzie
m =E(X;) dlai=1,2,..,n
L=1[lx] J, k=1, 2, ..., n jest macierodwrotry do K.

Dla n = 2 warunek |K& O jest réwnowany warunkowip? Z 1.

Poniewa macierz K ma wtedy postag :{ af p"laz} to
poo, 0,

— 1 022 ~ P00,

‘am-m{-papz o }

Zatem @stas¢ rozkladu normalnego 2-wymiarowego N(nmy, 01, 02, p) mazna zapiséa

nastpujaco:
_ 1 1 [x=m)  (x-m)ly-m) (y—mz)z}
f(xy)= expg- -2 +
) 210, 0,+/1- p* % 2(1‘,02){ o p 0,0, a;
Powyzsza funkcja gstasci ma stad wartas¢ f(x, y) = h na elipsie:
(-m) _, (x-m)ly-m), (y-m)’
2 0.2

0
O-l 01 02 2

= const= A?
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o srodku w punkcie (m m), gdzie A* = —2(1— pz)ln(hZHZJ'l 0,1- pz).
Dlap # 0 osie gtbwne majréwnania:

% (x-m)

y=me = 2 2 2 22 2.2 2
al—azi\/(al—az) +4p 0,0,

Dlap = 0 osie rozpatrywanej elipsy sdwnolegte do osi uktadu wspoddnych.

Zauwamy, ze gdyp® — 1 to jedna & si wydluza, a druga skraca, zatesé miedzy
zmiennymi staje siscisle liniowa.

Osie powyszej elipsy tworz z osg OX katy a i a + 172 gdzie
_2po,0,
tg2a =—; >
g, —0,

Funkcja charakterystyczna:

o(t) = ex;{imTt —%tTKtj
gdyn=2to
B(t,t,) = ex;{i (t,m, +t,m,) —%(aftf +2p0,0,41, + agtg)j

Twierdzenie.

Dowolny rozktad brzegowy normalnego rozkiadu n-wgroivego jest  rozktadem
normalnym.

Twierdzenie.

Jeli skladowe normalnego rozktadu n-wymiarowegg garami nieskorelowane tog s
niezalene.

Twierdzenie.

Dowolny rozktad warunkowy normalnego rozkladu n-wgrowego jest rozklkadem
normalnym. Warunkowa waré oczekiwana i warunkowa wariancjgrdwne:

1 n-1
E(Xn | xl = X, xz =X, ""Xn—l = Xn—l):_ZXiKin

nn i=1
gdzie K; - dopetnienie algebraiczne elemenjutacierzy K.

2 — — —_ —_
D (Xn | X1 =X, Xz = X5, ""Xn—l - Xn—l)__
nn
Uwaga.
Dla n = 2 gstas¢ rozktadu warunkowego Y|x jest rowna:

NOIE A S S——: —— {y—mz—p"Z(x—ml)T
’ L0 V2r0,1- 2 A1-p*)os o,
oraz

E(Y|X=x)=mz—p%(x—ml). D(Y|X =x) = aZ(1- p?)

Przyktfad.
X, Y - niezaleéne zmienne losowe o rozktadzie normalnym, EX =YL/, D’X = 4, DPY =
9. Wyznaczy gestasé rozktadu zmiennej losowej (X, Y), obliczy

10
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a) P(L<X<2,1<Y<4),
b) P(X> 3).

a)
PL<X<2,1<Y<4) :éﬂﬂex,Jl_l{(X‘l) Ly-2) }dxdy:

o 5 et b

1 12 12 2/3 1

-z j 2 dt——— j e2 du=[®(1/2) -®(0)] [®(2/3) -B(-1/3)] =

Vzn 0 7T -1/3
= (0,6915 - 0,5)(0,7486 - (1 - 0,6293)) = 0,0718
b)

P> 3) = L e { ()] }}dxdy=

e e 105

2 dt P(e0) -P(1)= 1 -0,8413 =0,1587.

J—fe

Przykifad.
Wyznaczy gestaé¢ rozktadu normalnego (X, Y, Z) §e rozkiad ten ma zerowy wektor
wartasci oczekiwanych i macierz kowarianciji:

4 3 2
K=3 3 1
212
Rozwizanie.
5 -4 -3
detK = 2. L1
Ki=2l-4 4 2
-3 2 3
zatem

f(x,y,2)= f(l = exp{—;@ X2 —4xy—3xz+ 2y’ + 2yz+gzzj} .

Uwaga.

Dla rozkladu normalnego 2 wymiarowego (X, Y) talkegze EX = EY = 0,

DX = ox, DY = oy , ktérego skiadowegsnieskorelowane (kaly rozktad normalny mae

mie¢ takg post@ po obrocie uktadu wspokdnych o lgt o) prawdopodobiistwo,ze wartgci
K

zmiennej losowej (X, Y) naie do ellpsy7+ Y . =k?> jestrownel-e 2

X UY

11
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ZADANIA

Zadanie 1.1
Zmienna losowaX, Y) ma rozktad okrdony tabej:

Y
-1 0
X
1 0,4 0,3
0 0,1 0,2

Wyznaczy macierz korelacji. Obliczywspotczynnik korelacji meidzy tymi zmiennymi.

Czy X, Y skorelowane? Cz¥, Y3 niezalene?

Zadanie 1.2
Zmienna losowaX, Y) ma rozktad okrdony tabej:

Y
0 1 2
X
5 0,0 0,0 0,1
6 0,1 0,2 0,1
7 0,3 0,1 0,1

Wyznacz rozktad zmiennej losow€j Wyznacz rozktad zmiennej losowgj
Obliczy¢ wspoétczynnik korelacji meidzy tymi zmiennymi.

Czy X, Y skorelowane? Cz¥, Y3 niezalene?

Zadanie 1.3

Dla zmiennej losowej z poprzedniego zadania wyzmnaarysu;
a) linie regresji | rodzaju,

b) proste regres;ji Il rodzaju.

12
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Zadanie 1.4

Zmienna losowa (X, Y) ma rozkiad okleny tabej:
Y 0 1 2

X

5 0 0 0,1

6 0,1 0,2 0,1

7 0,3 0,1 0,1

a) wyznaczy F(1; 1), F(6; 2), F(7; 1),
b) obliczy¢ P( X |2 6;]Y 1),
c) wyznacz rozktady warunkow |Y =1; Y| X =5,

d) obliczy¢ wartdsci oczekiwane zmiennych z punktu c).
Zadanie 1.5

(X, Y) jest zmienn losowy 0 gestasci

f(xy) = {c dla (x,y)OD
0 dla (x,y)0D

gdzie D jest tréjgtem o wierzchotkach (0; 0); (1; 0); (1; 1).

a) wyznaczy c,

b) wyznaczy F(1; 0,5),

c) wyznaczy gestasci rozktadow brzegowych,

d) wyznaczy gestas¢ rozktadu X |Y = 05

e) obliczy¢ EX, EY,

f) obliczy¢ cov(X, Y),
g) obliczy¢ wspotczynnik korelacii,
h) Czy X, Y s nieskorelowane? Czy siezalene?

i) wyznacz prostregresji Y wzgtdem X,

Zadanie 1.6

Zmienna losowaX, Y) ma macierz kowariancjix :{ 4 '1}.
-1 9

lle wynosi wspoétczynnik korelacji ragdlzy X i Y?
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L.Kowalski—Zmienne losowe wielowymiarowe

Zadanie 1.7
Funkcja f(x, y, z) jestgptascia zmiennej losowej (X,Y,2).

c dla 0sx<10<y<2 0<z<3
f(xy,2= ,
0 dla innych x,y,z

a) wyznaczy c,

b) wyznaczy gestasci brzegowe jedno i dwuwymiarowe,

C) wyznaczy gestas¢ rozktadu warunkowego X|Y =1,Z =1,
d) wyznaczy gestas¢ rozktadu warunkowego (X, Y)| Z =1,
e) czy X, Y, Z @ niezalene?

f) wyznacz wektor wartei oczekiwanych tej zmiennej losowej.

Zadanie 1.8

Wyznaczy wartas¢ parametric aby funkcjaf (x,y) =c Baxp{—%(xz +2xy +5y? )}

byta ggstascig 2 wymiarowego rozktadu normalnego.

Wyznaczy parametrymy, m, i, 0z, P.

Zadanie 1.9

(X, Y) ma rozktad 0 stosci ¢y y= 1 o) 1 (x=307 , (y-407 || .
Y7 3007 2| 100 225

Czy X, Ys3 skorelowane? CzX, Ys3 niezalene?

Zadanie 1.10

Zmienna losowa (X,Y) ma stagestas¢ na zaznaczonym zbiorze

1/2

1/2 1

Sprawd, ze rozktady brzegowe mgjozkiad jednostajny na przedziale (0, 1).

Sprawd, ze X, Y g zalezne.
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Zadanie 1.11

Zmienne losowe X, Ygniezaleéne i maj rozktady jednostajne odpowiednio w przedziatach
[0, 3]i[-2, 2].

Wyznacz gstas¢ rozktadu gcznego (X, Y).

Zadanie 1.12
(X, Y) ma rozkfad o dystrybuancie

1-e> -+ dla x>0, y>0

F(Xy)=
) dla innychx,y

Wyznacz gstas¢ zmiennej losowej (X, Y).

Zadanie 1.13

Gestas¢ 2 wymiarowego rozktadu normalnego wiaisse funkcja

f(x,y) :]—1T®x —%(x2 + 2Xy + 5y2)

Zapis& gestas¢ rozktadu brzegowegq(k) i okresli¢ jego parametry.

Zapisa gestas¢ rozktadu warunkowegao(y|x) i okreli¢ jego parametry.

Zadanie 1.14
Wyznaczy wartg¢ parametru ¢ aby funkcja

f(x,y) =clex —%(x2 — Xy + y2)

byla ggstascig 2 wymiarowego rozktadu normalnego.

Wyznaczy macierz kowariancji tej zmiennej losowe.
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Zadanie 1.15
Wyznaczy gestaé¢ rozktadu normalnego (X, Y, Z) §& rozktad ten ma wektor warioi
oczekiwanych E(X, Y, Z) = [1, -1, 0]i macierz kowariancji:

31 3
K=|1 2 2
13 2 4]
Zadanie 1.16
Funkcja

= (39%2 + 36y + 262% — 44xy + 36Xz 38yz)}

ooy, 2)= 277\/230 p{

jest g:stascig 3 wymiarowego rozktadu normalnego.

Wyznaczy wektor wartéci oczekiwanych i macierz kowariancji tej zmientogowe;.

Zadanie 1.17

Rzucamy 4 razy mongt

X - liczba ortéw uzyskanych w tych rzutach,

Y - liczba serii ortéw.

a) Wypisa wszystkie zdarzenia elementarne w tymvdadczeniu losowym.
b) Wyznaczy rozktad zmiennej losowej (X, Y),

c) Wyznaczy rozktady brzegowe i i ich wardoi oczekiwane,

d) Wyznaczy i narysowa linie regresji | rodzaju,

e) Wyznaczy i narysowa proste regresji Il rodzaju.

f) Czy XiY s niezalene ? czy s skorelowane?

4. 03.2010
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