KORELACJA | REGRESJA.

K ORELACJA

X, Y - cechy badane rownoczee.
Dane statystyczne zapisujemy w Sszeregu
statystycznym dwoch cech

Xi X1 | Xo | e Xn

Vi Y1 Vo | e Yn




lub wtablicy korelacyjnej.

Y Y1 - T Y n
X
X1 N1 1 R N N
X2 N2y 2 | el b1 Np.
Xk Nk1 M2 | e Iy Nk
n; o N, | ... n n
gdzie

X1, X2, X - warianty lubsrodki klas dla cechy X,
Y1, Y2, .Y - warianty lubsrodki klas dla cechy Y,
n;- sumy liczebnéci kolumn,

ni. - sumy liczebnéci wierszy.




Wstepnie sit i ksztait zalenosci miedzy cechami moemy

ocent na podstawie diagramu korelacyjnego:

00000
.

korelacja krzywoliniowa brak korelacji



Site zaleznosci miedzy cechami mierzymy
wspotczynnikiem korelacji liniowej Pearsona

_ cov (X,Y)
Sk Sy

r

Uwaga.

r 0(-1 1)




gdzie

cov (X,Y) :%él(xi -x)y, =)=
%Elx d XY

lub (gdy dane w tablicy korelacyjnej)

1 I
X Y - . v . = \7 . =
cov ( ) n Izl le(X X)(yj y)n”
1 | _
Ezl Y XY

jestkowariancja migdzy cechamkiY
(kowariancja te mierzy sit zaleznosci miedzy
cechami, jej znak ok kierunek zalenosci lecz
jest wielkacig nieunormowag)






lub (gdy dane w tablicy korelacyjnej)

Sy =\/iini.(>ﬁ - %) =\/%g>ﬁ2ni. - (%)

N5

S :\/1|Zn.j(yi -y) ﬂ/i%ﬁﬂ,— -(v)°

ns

sa odchyleniami standardowymi dla cexh Y.



Uwaga:

L X0 =)l V)= Xy —nxy

(% -%)" =2 ¢ -n(x)°



Karl Pearson (1857 - 1936), angielski matematyk,
prekursor statystyki matematycznej



J&li r > 0 to mowimy,ze cechy s skorelowane
dodatnio (wzrostowi cechy X towarzyszy wzrost
cechy Y),

Je&li r < 0 to mowimy,ze cechy s skorelowane
ujemnie,(wzrostowi cechy X towarzyszy spadek
cechy Y),

J&li r = 0 to moéwimy,ze cechy s

nieskorelowane (zmiany warteci cechy X nie
powodup zmian wartéci cechy Y),
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Jesli 0<|r| < 0,3to méwimy,ze cechy s
skorelowane stabo,

Jesli 0.3 |r| < 0,5t0 méwimy, ze cechy s

skorelowangrednio,

Jeli 0,55 |r| < 0, 7t0 méwimy, ze cechy 3

skorelowane mocno,

Jesili 0.7 \"\to mowimy,ze cechy g skorelowane

bardzo mocno.

Powyzsze przedziaty majzakres umowny.
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Interpretugc powyzszy wspotczynnik korelac;i
nalezy pametac, ze jego wartéc bliska zera nie
zawsze oznacza brak zawesci a jedynie brak
zaleznosci liniowej. W tym przypadku nakgy
skorzysté z wykresu lub skorzystaz innych miar

zaleznosci np. policzy tzw. stosunki korelacyjne.

Wartai¢ wspotczynnika korelacji zatg od
zakresu zmienrsai badanych cech, podobnie jak
srednia arytmetyczna podlega wptywom skrajnych

wartcsci.
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Przykiad

Badano zalenos¢  wartdéci  zuwzytych
surowcow (w tys. zt) Y od wielkwi
produkcji (tys. szt.) X w 6-ciu zaktadach
produkcyjnych.

x | 1] 2[151]3[05
vi | 2| 5] 4| 4] 7 2

Wyznaczamy wartka wspotczynnika
korelacii.
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Obliczenia wykonamy w tabel

X Y, [ %TX|Y =y | (=X -Y) (x — X)Z (y. - V)?
112 )|-05] -2 1 0,25 4
2 | 51|05 1 0,5 0,25 1

15| 4 0 0 0 0 0
1|4 -05 0 0 0,25 0
3| 7|15 3 4,5 2,25 9

0,5 2 -1 -2 2 1 4
9 24| O 0] 8 4 18

9 24 8
:_:1" =—=4. = 20,9428
Tt YT T T

zatem zwiazek pome¢dzy wartéciag zuzytych surowcow a
wielkoscig produkcji jest bardzo silny (korelacja dodatnia).
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Przyktad.

Badano zalenos¢ liczby bkdow na stronie maszynopisu Y od
stazu pracy X (podancsrodek przedziatu sta pracy) w
grupie 50 sekretarek.

Y[ 0 1 2 3 n
X
4 5 10 15
12 10 10
20 10 5 15
28 5 5 10
n; 5 15 20 10 | 50
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4115+12[10+...+ 2810 _ 760 152
50 0

0b+105+...+300 85 _
50 50

X =

1,7

y:
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2
g - 405+ 17 Ege...+ 28010 10 _ 1555:120_ 152 = 7936

2 2
g - OB+ P15+ 3010, 185 ;2 _ (g
50 50
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+ + 28
COV(X,Y):4[2[5 4[3[1(}5(;].2 2 10+ 2811 §15.2Eﬂ,7:—7,04
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__ -7,04
\79,36\ Q81

zatem zwazek pomedzy staem a ilégcig bledow jest bardzo
silny (korelacja ujemna).

r =-0,878
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Site  zaleznosci mozemy  rownie mierzy¢
wspotczynnikiemkorelacji rang Spearmana
Obserwacje numerujemy od najmniejsze] do
najwickszej (nadajemy rangi). sledane powtarzaj sic

to przypisujemy im jednakowe rangi rowrseednigj
arytmetycznej z kolejnych numerow.

0=1- 6§d

gdzie d - roznice rang.
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Charles Edward Spearman(1863 - 1945)
angielski psycholog i statystyk
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Wspotczynnik ten stosujemy w przypadku matej liczby

danych lub w przypadku cech niemierzalnych, ktorych
wartasci mazna uporzdkowet.

W przypadku cech niemierzalnych sma mierzy site

zaleznosci wspotczynnikiem Cramera lub Czuprowa (definicja
bedzie podana przy §eie niezalenaosci chi kwadrat).
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Przykiad.

Dwoch cztonkow komisji przetargowej A i B oceniato
nadestane oferty. Czionek A oceniat jakoofert
opisowo natomiast cztonek B przydzielat im punkty o
0 do 100.

Oferta| Ocena A Ocena B Ranga Ranga di d*
oceny A | oceny B

I mniej niz 50

przecietna
Il staba 45
" dobra 25
\Y% przecietha |30
\ bardzo 25
dobra

VI bardzo staba|42

VII przecietha |40

Razemx X
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Ofertaj Ocena A Ocena E Rangal Ranga| d d?
oceny A | oceny B

I mniej niz 50 3 7
przecetna

Il staba 45 2 6

11 dobra 25 6 1,5

\% przecktna 30 4,5 3

V bardzo dobra 25 7 1,5

Vi bardzo staba| 42 1 5

VII przecietna 40 4,5 4

Razemn)x X X X
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Oferta| Ocena A Ocena B Ranga Ranga d; d?
oceny A | oceny B
I mniej niz 50 3 7 -4 16
przecetna
[l staba 45 2 6 -4 16
" dobra 25 6 15 4.5 20,25
\% przecktna 30 4,5 3 1,5 2,25
\ bardzo dobrg 25 7 1,5 55 30,25
VI bardzo staba| 42 1 5 -4 16
VII przecietna 40 4,5 4 0,5 0,25
Razemx X X X 0 101
60101
Q=1-—-—"2-=-08
-7

Wynika std zupetny brak zgodsoi ocen obu czionkow
komisji (bardzo silna korelacja ujemna).

25



REGRESJA LINIOWA

Regresja to ksztait zaleosci micdzy badanymi
cechami. Interesuje nas najprostsza Zzel& w

postaci funkcji liniowe,.

Wyznaczymy progt
Y =b, +b X
Najlepiej ,dopasowaai do danych(x.Y;)
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Y- zmienna objgiana, Y.- wartdci
(obserwacje) zmiennej Y;i=1..n- numer
obserwacji,

X- zZmienna objéniajgca, X- wartaci

zmiennej X,
b,b- parametry strukturalne (ich waéto
wyznacza & nha podstawie obserwaci

(X, %))
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Aby wyznaczy wartasé parametrow
strukturalnychb,.b, na podstawie préby stosujemy
metod najmniejszych kwadratow (MNK).

MNK polega na wyznaczeniu takich

0y,

aby dla danych obserwacji(%,Y) suma
kwadratow odchyle zaobserwowanych wado

y, od wartdci Y =B +bX pyta minimalna, tzn.
chcemy wyznaczyminimum funkcji:
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YA = by +b X
~ (prosta regres;ji z proby)
G=Y 7Y
Yi
&
Y
Xi
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() Shyuh)=) e’ =D (y -5 =
=Y (¥ b, ~bx)’

~

€ =¥ ~¥ nazywamyesztami modelu regresji

Nalezy wyznaczy prost regresji tak aby suma pol
kwadratow byta minimalna.
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Obliczapc pochodne cistkowe funkceji (*) |
przyrownugc do zera otrzymujemy
(uktad rowna normalnych)

37: =22(yi —b,—bx) (D) == Zly —blgx —an=0

n

g—s =2§(yi —By—0x) (%) =—2@yi>ﬁ —bész _b’i)*j -0
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rozwiazujac otrzymany uktad rowmaotrzymamy
wzory na przyblione wartéci parametrow
strukturalnych

any. PRINIE
> = (% f

—ny. xy 2 =x)yi-y) _

XS > (x —x)°

:ir _ cov(X,Y)
S« S
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Prost
Y =b,+b X

nazywamyprosta regresji z proby.
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Miary dopasowania.
Wariancja resztowa:

Wariancja resztowa tostednienie pol kwadratow
zbudowanych na resztach

| odzwierciedla stopiedopasowania proste]
regresji do danych statystycznych.
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Niech, € =Y - ¥, gdzie ¥ =b, +bx wtedy

“i
czyli
Sz_Zyuz_boZYi _blleyu _
° n-2
_ N2\
= l-r?)s;

S, = \/S:2 oznaczarednie (standardowe)
odchylenie od prostej regresiji.
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Dopasowanie modelu do danych empirycznych
mozna ocenié odchyleniem standardowym reszt
lecz jest to miara bezwzgina i nieunormowana,
dlatego do poréwnalepsze s miary wzgkdne lub
unormowane.
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Najprostsz wzgledna miarg dopasowania jest
wspotczynnik zmienndci resztowej

=221006
Y

Wspotczynnik ten informuje jakczesé sredniej
wartasci badanego zjawiska stanowi odchylenie
standardowe reszt.

Mniejsze wartéci tego wspotczynnika wskazy
na lepsze dopasowanie modelu do danych
empirycznych, niekiedyada s¢ aby np. \d < 0,2.
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Zmiennag¢é
przypad

Yi Zmienngcé

catkowita _ -
Zmienng¢ wyjasniona
modelem regresji

<

v

Wprowadzamy oznaczenia:
Catkowita suma kwadratow (zmienito

catkowita): CK =2 (y, - y)°

Wyjasniona suma kwadratow (zmienio
wyjasniona): WsK =) (¥ - )
Niewyjasniona suma kwadratow (zmienito
przypadkowa): NSK =D €

gdzie: y, =b, +bX
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Wiasngé: D, (Y = 9)°=>. (3 - v+ Z e’

Czyli CSK = WSK + NSK
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Miar 3 dopasowania modelu do rzeczywisfci
(wartasci  zaobserwowanych) jest  rowaie
wspoétczynnik determinacjR®
Wspotczynnik determinacii:

, WK
R T CK R* 0(0, 1)

wspotczynnik ten okrela jaka cze§s¢ catkowite]
zmiennadCcl  zmienne] objaniane] zostata
wyjasniona przez model regresiji liniowej.
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,_ 2H-» . >g
-9 T Yy -Y)?

_ boZYi +b.LZXiYi -ny* _

Z yi2 B n(y)2

Xy -my)_cod(x,v) _

) ZYiZ _n(y) SXSY




Przykiad

Badano zalenosci kosztéw catkowitych (w tys. zt.) Y od
wielkosci produkcji (tys. szt) X w 6-ciu zakladach
produkcyjnych.

X; 4 |8/ 6|4|12]| 2
Yi 2 |514|4|7 | 2

Dla Y =by +bBX wyznaczamy przyhtone wartéci
parametrow strukturalnych i wspotczynnik determjnac
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Obliczenia wykonamy w tabeli

X

Yi

(% =Xy, - )

(Xi -X)

2

(yi - y)z

w -
CDNN#CDOO-B

N
_hl\)\l-h-b(fll\)
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X 1Y [ =X -Y) [ (% =X (Y - V)
4 | 2 4 4 4
8|5 2 4 1
6|4 0 0 0
4 | 4 0 4 0
12| 7 18 36 9
2|2 8 16 4
36|24 32 64 18
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223—6:6; y %:4.
6 6 !

32
=22-05 b, =4-05*6=1
b, 64 0

zatem zwazek pomedzy kosztami catkowitymi a wielkaia

produkcji wyraa sk zaleznoscig liniowa w postaci

N

Y =1+0,5X
Wspotczynnik determinacii

R2:1—22089

nalezy oczekiwé, ze rozpatrywany model wy§aia 89%

catkowite] zmiennéci badanego zjawiska.
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Standardowe bkdy oszacowania parametrow

strukturalnych.

S S
S(b) = ;
S x-%¢ s,

_ S2X 1,
RS —S(Q)q/an
= SO S+ =

\/ﬁ%/1+(2

Stosujemy niekiedy zapis

N\

Y: bO T bl X (iSe)
(£3(bg))  (=S(by))



Uwaga.

W celu doktadniejszego zbadania ksztattu zabeci miedzy
cechami mena wykon& wykresyempirycznych linii
regresji.

S3 to famane wyznaczone przgednie warunkowe:

k
in”ij
X- — =1

J

(tzn. obliczamysrednp wartas¢ X przy ustalonej wartwi y,)
|

PRI

i
(tzn. obliczamyérednp wartc¢ Y przy ustalonej warkei x;)

Regresja Y wzgldem X

(%, V2 ) (0% %2 ) oot (%o i)

Regresja X wzgldem Y

(% v ) (%os 2 s (R0 W)

kamane te przecingapie w punkcie(i, Y). Im blizej siebie
S3 potazone tym silniejszy jest zwzek miedzy cechami.
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Przykiad.
Badano zalenos¢ wartasci sprzeday Y (min zt) od wydatkow
na reklamng X (tys. zt) w grupie 100 firm.

Y | 35 5-7 7-9 9-11] 11-13 1315 i n
X
50-100| 10 13 23
100-150 10 27 11 48
150-200 1 9 8 2 20
200-250 4 5 9
n; 10 23 28 20 12 7 100
_ 13250 _ 844
X="—"——-=1325 y=——=844
10C 10C
Zestawienigrednich warunkowych:
(Xi’)TJ) (XJ’)TI')
75 4 75 5,1
96,7 6 125 8
126,8 8 175 11,1
147,5 10 225 13,1
191,7 12
210,7 14

Wykres empirycznych linii regresii.

.. .. —o— Regresja Y wzgledem X
Linie regresji —#— Regresja X w zgledemY

16

. _
VZa

0 50 100 150 200 250




W przypadku gdy wykres danych w uktadzie wspgdra/ch
wskazuje na brak zalacsci liniowej mazemy probowa
dobr& funkcje nieliniowg do opisu zakEnosci miedzy

cechami.

Rownosé wariancyjna.

S*(y) = S*(y,) + S*(y)

gdzie

S*(y) - wariancja cechy Y

ﬁ(yi -y)n,

i=1

S*(V,) - wariancja mgdzygrupowa S'(y) = n

mierzy zr@nicowanie cechy Y wywotane oddziatywaniem

cechy X. Jest to warianc§aednich warunkowych Y (X =;x

k
2SO
S’(y) - wariancja wewstrzgrupowa S?(y) = =&

mierzy zr@nicowanie cechy Y wywotane oddziatywaniem
czynnikdw poza cech X. Jest tgrednia waona rozktadow

warunkowych Y (X = X.
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Stosunek korelacyjny

_ S(¥i)

e - - -
yX
S(y)
mierzy sit zaleznosci cechy Y wzgédem cechy X.
Analogicznie stosunek korelacyjny
. = S(X)
ey =
S(x)

mierzy sit zaleznosci cechy X wzgedem cechy Y.

Stosunki korelacyjne pokazusgite zwigzku, lecz nie
informuja o jego kierunku.

Przyjmup wartasci z przedziatu [0, 1]. Wartoi g i 6y S1 ha
0go6t r&gne. R@nica medzy kwadratem stosunku
korelacyjnego a kwadratem wspoétczynnika korelaepfBona
(zwany wskaznikiem krzywoliniowo $ci) mierzy stopié
Krzywoliniowaosci regresji:

m, = eix -r? zmiennej Y wzgidem X,

m, = efy -r? zmiennej X wzgidem Y,

Niekiedy przyjmuje si, ze j&sli wskaznik krzywoliniowaosci
jest nie wekszy niz 0,2 to wptyw jednej cechy na drugest
linlowy | mozna stosowéaregress liniowa, w przeciwnym

przypadku lepiej stosowaegress nieliniows.
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Prognoza.
Prognoza punktowa

I - moment (okres prognozy)

X; - wartds¢ cechy X w okresie prognozy

Y, =+
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Standardowy biad prognozy
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Uwaga
1) ST > Se

2)'S jest minimalne dia’ = X
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btad wzgledny prognozy:

5 = 100%

*

Yr
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Model tendencji rozwojowej
Gdy X jest zmiena czasow % =t (t=1, 2, ...n)
tzn. model regresji ma posta

Y =Db, +Dbt

wowczas taki model nazywanmyodelem
tendencji rozwojowej lub modelem trendu

liniowego.
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Witedy korzystajc z wtasndci:

-, _n(n+1) " n(n+1)(2n+1)
LT, e,

n+1

S M (t-t) =>t* -n(t)

t =

56



mamy

- M-y _
Nani

127ty 12(23( 3y
(it =) (it -1)
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Wariancja resztowa

Niech& =¥ — ¥, (gdzie Y, = by, +b1t) to
reszty modelu, wtedy

52 — =l
© n-2
Z:yt2 _boz Y _blztyt
2 — t=1 t=1 t=1
czyli|> = n—2

— 2
Se =W oznaczarednie (standardowe)
odchylenie od trendu liniowego.
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Dopasowanie modelu do danych empirycznych
oceniamy te wspotczynnikiem determinacii

2 20V 2E

=S TSy
By +h Yty -y (- nf‘)_rz
>y -n(y) >y -n(y)’
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Prognoza dla modelu trendu
Niech t, _ okres prognozy.

Prognoza punktowdr to przewidywana wartg
cechyY w okresiel; .

Y, =l +at,
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Standardowy lad prognozy punktowe]

o g

§ =5 L4+ =5, [1+42 1

Y i | zt(ztj
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WzOr ten mana uprdci¢ korzystajc z wiasndéci

(*)-
n(n+1)6(2n+1)+ntrz_2tr n(n+1)
s, =s, 1+
rF n*(n+1)(2n+1) n*(n+1)°
6 4
2
2(2n+1) + 12 1ot
= s, |1+ n+1
° n°-n
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Zatem naley traktowa& wartas¢ prognozy jako
Y, £5,

Jaka¢ prognozy punktowej] me@my ocent
wzglednym btdem prognozy punktowej

5. = ‘Sf 100%

p *
I
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Przyktad

Y — wielkos¢ sprzeday (tys. szt.).

Dane z kolejnych potroczy 2003-2008:

105, 115, 118, 129, 128, 130, 139, 141, 146,

156, 160, 164.
Wyznaczy prognoz na pierwsze potrocze 2010
roku i ocend je] doktadna¢.

65



170

160

150

140

130

120

110

100

90

80

10

12

14

66




Vi

Yi

105

115

118

129

128

130

139

141

O |0 NO OIS WN P

146

156

160

164

67



yt tyt yt2
1 105 105 11025
2 115 230 13225
3 118 354 13924
4 129 516 16641
5 128 640 16384
6 130 /80 16900
/ 139 973 19321
8 141 1128 19881
9 146 1314 21316
10 156 1560 24336
11 160 1760 25600
12 164 1968 26896
/8 1631 11328 225449
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tsr 6,5

yér 135,916

(
bl | 5,08042
b0 |102,8939

Sen27.799184

Se | 2,792702

tt 15

-

yt* 1179,1002

St |3,662272

dpkt 2,040/0
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//‘

y =5,0804x+ 102,89

R?=0,9793

10 12 14
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