L.Kowalski—Systemy obstugi

SMO

Systemy masowej obstugi (zastosowanie procesu atadmierci) - przyktady:
- centrala telefoniczna,

- stacja benzynowa,

- kasa biletowa,

- system informatyczny.

Zalozenia:

n - liczba stanowisk obstugi,

m - liczba miejsc w poczekalni.

- strumier zgtoszé jest procesem Poissona z parametker0,

- czas obstugi ma rozktad wyktadniczy z parametpemO (intensywné obstugi),

- stanowiska dziatgjniezalenie,

- zgloszenia ktore nagiig gdy wszystkie stanowiska obstugi zate przechodzdo
poczekalni (jéli jest),

- jesli wszystkie stanowiska obstugi gagte i wszystkie miejsca w poczekalni zagte to
zgtoszenie opuszcza SMO.

X(t) - proces stochastyczny oznacgsgj liczbe klientow w SMO w chwili t,
pi(t) = PCX(t) =), ]=0,1, 2, .... jestrozktadem tego procesu w chwili t
Najczsciej interesuj nas prawdopodohistwa graniczne

C,=MN, C =M, .., G=0,

SMO ze stratami (bez poczekalni), bez wspotpracy.
0 < n <oo, m=0
A = A intensywné¢ zgtosza,

.= juintensywn@¢ obstugi j - tego stanowiska,
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Prawdopodobmtwa graniczne (wzory Erlanga):
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Wzory te wynikag bezpdrednio ze wzoréw na rozkiad graniczny dla procesazs i
smierci bowiem:
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i mnozac licznik oraz mianownik przee @ widzimy, ze poszczeg6lne sktadniki sbwne
funkcji prawdopodobigstwa rozkiadu Poissona z parametieem
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zatem maemy Wyznacza wartgci C; za pomog tablic rozktadu PoissonaP,(j )
(P,(j)=P(X =]) jest funkcyj prawdopodobigstwa rozktadu Poissona z parameti@mn

i=0,1,2,..,n

Uwaga

J&li dysponujemy skumulowanym RPS i nieskumulowanyrRNRrozkiadem Poissona
| c =RPNJ)

(np. funkcja EXCELA) to™~j — RP$n) .

Prawdopodobigstwo odmowy = Byn = G..
Prawdopodobigstwo obstugi = Bsi=1 - G.

Srednia (graniczna) liczba zéych stanowisk obstugi.
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W tym przypadku M, =a(1-C)) =alC, =C, =R, =

Przyktfad.

C =

0’
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Rozpatrujemy SMO ze stratami, bez wspotpracy, n wyznaczymy prawdopodolfistwa

A
graniczne dla rinych wartéci @ :; I zbadamy zaleoi¢ prawdopodobigstwa odmowy

obstugi isredniej liczby zajtych stanowisk odr .
W poszczegdélnych kolumnach wpisang grawdopodobigstwa graniczne dla wakoi
a podanej w nagtéwku kolumny. Pod tabepodancsrednie liczby zajtych stanowisk.
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Dla pieciu wybranych wartéci & rozktady graniczne zilustrowano graficznie.

zalezno$é prawdopodobie Astw granicznych od alfa (n=5)
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Zauwamy, ze wraz ze wzrostem alfy §oie prawdopodobiestwo, ze zagta bexdzie wiksza

liczba stanowisk.
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Na drugim wykresie przedstawiono zaies¢ prawdopodobigstwa odmowy obstugi (£) od
alfa. Wzrost intensywrigi zgtoszé w stosunku do intensywia obstugi tzn. wzrosit
powoduje wzrost prawdopodoligwa odmowy obstugi.

zalezno$¢ p-stwa odmowy od alfa (n=5)
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Na trzecim wykresie przedstawiono zades¢ sredniej liczby zajtych stanowisk (m) od
alfa. Wzrosta powoduje wzroséredniej liczby zajtych stanowisk.

zalezno$¢ sredniej liczby zaj etych stanowisk od alfa (n=5)
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SMO ze stratami (bez poczekalni), z pelnwspotpracy.

0 <n <o, H; = niLintensywnéc obstugi j - tego stanowiska,
A nb-  ob- [
0 122121 P P In=1 P n
o] []ﬁﬁm[]ﬁuﬁm 2 =1 7% [
Prawdopodobmtwa graniczne:
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Prawdopodobigstwo odmowy obstugi to J&n = C..

SMO z ograniczonymi stratami, bez wspotpracy.

>0 stanowiska obstugi poczekalnia
o o o 4] ob
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Prawdopodobigstwa graniczne:
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Kk

Ck_ﬁco\ k=1,2,..,n C:n+j :ﬁJCn\ ]=1,2,...,m
Uwaga dlak=0,1,2,...,n
( d( _a
] R(K)
- [ gdyS#1
A ‘“ﬁ(l 5“) ICE P(n)ﬁ( )
G =i K “ 1-5
RK)
. gdy5=1
2 P R+Rm
(k=0
zatem do obliczemazna wykorzysta tablice rozktadu Poissona.
SMO z ograniczonymi stratami, z peta wspotpraa.
m>0
stanowiska obstugi poczekalnia
t - fap oty
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0] °5- .2 [l 24 42l dn+m=1] 75 [n+m
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Prawdopodobigstwo odmowy obstudPodm = Gh+m-

SMO bez strat (nieskaiczenie wiele stanowisk), bez wspétpracy.
n=o, A=A intensywnéc zgtosze, y; = ju intensywnéc¢ obstugi j - tego stanowiska,

0] ?S;[l] ??{D ??ﬁ; [n] ?Eéﬁ ] [n+1]....
Prawdopodobifesf\iva graniczne:

CO = iij =7

: dzie 0 =—
i J! J
/]j O’j
Ci _IUJ'J'!CO_TCO‘ ji=1,2,...,n, ...
Uwaga
—_ aJ - — H
C, _Te =k, ()" i=0,1,2,...1, ...

zatem do oblicazemazna wykorzysta tablice rozktadu Poissona.
Podm= 0.

Uwaga. Ten typ SMO nie mie by rozpatrywany z petnwspotprag obstugi.

SMO bez strat (nieskaiczenie diuga kolejka), bez wspéipracy.
m =o

ﬁstanowiska oé)siugi ﬁ %oczekalnia ﬁ
00 - 00 - 00 - 00 - o0 -
[O] e [1] . [n] T [n +1].... Tl [n + m] T

Prawdopodobigstwa graniczne:
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zaktadamyze ,3 = n—'u = F <1 {warunek istnienia prawdopodobieistw granicznych) zatem

a,k

Ck:WCO‘ k=1,2,...,nCn+j ZIBJCn\ i=1,2,..

Uwaga.dlak =0, 1, 2, ..., n
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Podm = 0.

SMO bez strat (nieskaiczenie diuga kolejka), z peta wspotpraa.
m =oo

stanowiska obstugi poczekalnia
[O] [1] ..?S]*D [n] ?qum [n+1].... EE{D [n+ml.... EE{D
Poam = O.
A _a

zaktadamyze ,3 = n—'u = F <1 {warunek istnienia prawdopodobiaistw granicznych

Prawdopodobigstwa graniczne:

1
CO:1+ >
L+ +...

C, =,8jCo‘ i=1,2,..

:1—18

SMO bez strat (zgtoszenia niecierpliwe), bez wspdaicy.
m =oo
T, — czas oczekiwania w kolejce,

1-e" gdyt>0

P(T, <t) =
0 gdyt<O0
- intensywné¢ niecierpliwaci,
stanowiska obstugi poczekalnia
f- f- f- t -
0] an 1] iﬁ i [n] ? . [n+1]... ? o [n+m|...

Prawdopodobigstwa graniczne:
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n k n
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zaktadamyze powyiszy szereg jest zbiny.

Zatem
_O’k _a,n
Ck F 0> k=1,2,..,n Cn WCO
/]j
C., =C — |
" T (et v) (nu+ jv) =12,

Charakterystyki SMO.

my - $rednia liczba klientow w SMO (st. obst. lub pocZeka),
my - Srednia diugéc¢ kolejki,

m,s - Srednia liczba zajych stanowisk,

SMO z ograniczonymi stratami, bez wspotpracy.

Y - liczba zagtych stanowisk obstugi,

Y 1 ../n-11|n

0
p C:0 Cl Cn-l Cn"'Cn+1'|'---"'Cn+m

m, =EY=a(1-C,.,. . )=a P,

Z - liczba zagtych miejsc w poczekalni,

n+m

Z 0 1 m

P C Chi1 Gim

n
i
i=0
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c(@j dla =1

1_(m+1)ﬁm + m,Bm+1
-8y

X - liczba zgloszéw SMO, X=Y +Z,
Zatem

C.B

dla g#1

N

My = EX=EY + EZ = m,s + my

Whiosek
Je&ili m = 0 (brak poczekalni) to
EZ =0, EX =EY =a(l1- C)
Whiosek
Jeélim=co to Gin— 0 (gdy m- o)  oraz

1

S Y]

EY = a

tsyst- Sredni czas przebywania w SMO,
tsyst - mkI/}\

twol - Sredni czas przebywania w kolejce,
tkol = Mi/A

Niech m =co (wtedy3 < 1)

Z - czas oczekiwania zgtoszenia w kolejce.

1 dla z<0

P(Z> Z) = ie—nyz(l—ﬁ) dla z=0

1-5

Klasyfikacja kolejek.
Priorytety obstugi:
FIFO (first in first of),
SIRO (selection in random order),
LIFO (last in first out).
Rozpatrywany przez nas priorytet to FIFO.

10
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Klasyfikacja Kendalla:
X/ X5/ (N, m),

X1 - rozktad czasu mdzy kolejnymi zgtoszeniami,
X - rozktad czasu obstugi jednego zgtoszenia,

n - liczba stanowisk obstugi,

N - liczebnd¢ obstugiwanej populacji,

m - liczba miejsc w poczekalni.

Dla rozktadow X, X, przyjeto m in. oznaczenia:

D - rozktad deterministyczny (rowne og¢jsy czasu),
M - rozktad wyktadniczy,

G - dowolny rozktad,

Rozpatrywany przez nas markowskie SMO ma oznaczenie
M/M/n : (c0, M)

Przyktfad.
Rozpatrujemy SMO ze stratami, bez wspotpracy,2 zgt./h;u = 4 zgt./h ¢ =A/u=0,5).
Wyznacz minimalg liczbe stanowisk obstugi tak aby&, < 0,05.

Sposob 1.
Rozpatrujemy na przyktad n = 2
2\1 -1 2
Co=|1+a+ T (1+1+5j =2 ¢=9,=2  c¢,=%c,=1>005
2! 2 8 13 il 13 2 13
Nalezy zatem zwgkszye n.
Rozpatrujemy n = 3.
2 31 -1
C, = 1+a+a—+a— :(1+1+}+ij :ﬁg
20 3 2 8 48 79
2 3
Wtedy C :ECO:E1 C2=a—C0=£ C :a—Co=i< 005
il 79 2 79 3 7S

Poniewa Cz = Pygm = 1/79 < 0,05 zatem powinny bprzynajmniej 3 stanowiska.
Sposob 1l (z wykorzystaniem tabllc rozktadu Poisgon
Rozpatrujemy na przyktad n =

c,=—fal) - 05(2) _ 00758
ZP(J) Ps(0) +Fs @) + Ry (2) ~ 0,6065- 03033 00758

Nalezy zatem ZWgKszye n.
Rozpatrujemy n = 3.
Rs® 00126

C,= = =0012¢
PO +P.M+P.2+P.(@3 06065 0303300758 00126

Poniewa Cs3 = Pyym = 0,0126 < 0,05 zatem powinnydgrzynajmniej 3 stanowiska.

11



L.Kowalski—Systemy obstugi

Przyktfad.
Rozpatrujemy SMO z jednym stanowiskiem obstugi.déray jak zmienia 8iPogm dla

réznych wartdci a gdy dlugdé¢ poczekalni rénie od m =0 do m = 10.
W tym przypadkuw = 3. Poszczegolne kolumny zawieg&qm dla ustalonegf i r6znych m.

|beta | 0,3| 0,9 1,5| 2,1 2,7
m Podm Podm Podm Podm Podm
of 02308 0,4737] 0,6000 06774 0,7297
1] 0,0647] 02989 10,4737 05872] 0,6633
2| 0,0191] 0,2120] 04154 05522] 0,6417
3] 00057 0,1602] 0,3839] 0,5370] 0,6340
4] 0,0017] 0,1260] 0,3654] 0,5300] 0,6313
5/ 0,0005] 0,1019] 0,3541] 05267 0,6302
6] 0,0002] 0,0840] 0,3469] 0,5252] 0,6299
7| 0,0000] 0,0703] 0,3422] 05245 0,6297
8| 00000 0,0595] 0,3392] 05241] 0,6297
9 0,0000] 0,0508] 0,3372] 05240 0,6296
10| 0,0000] 0,0437] 0,3359] 0,5239] 0,6296
Zaleanos¢ Podmod mdard anychbeta
——beta=03 —=—beta=09 beta=15 beta=21 —«beta=27
0,8000
0,7000 |\“\«\
O,m - A N N N N N N
0,5000 i
S 0,4000
Q- 0,3000
LN
0,2000 —.
0,0000 | * + . + . + . +
0 2 4 6 8 10
dlugo $€ poczekalni

Jak wid@ P,gm maleje gdy rénie liczba miejsc w poczekalni.
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ZADANIA

Zadanie 1.
Rozpatrujemy SMO ze stratami, bez wspoétpraogeinio klienci zgtaszajsie co 20 minut,
asredni czas obstugi jednego klienta wynosi 5 minut.
Wyznacz minimalg liczbe stanowisk obstugi tak aby&, < 0,01.
Dla tak wyznaczonej liczby stanowisk oblicz prawddpbieistwo:
- tego,ze w SMO nie ma klientéw,
- tego,ze w SMO jest przynajmniej jeden klient,
- tego,ze w SMO jest najwiej jeden klient,
- tego,ze czas midzy kolejnymi zgtoszeniami przekracza 0,5 godziny,
Wyznaczsredng liczbe klientow w SMO. Wyznacgredng liczbe zagtych stanowisk.
Zadanie 2.
Rozpatrujemy SMO ze stratami z jednym stanowiskiehstugi. Wiadomo, ze
prawdopodobigstwa odmowy obstugi wynosi 0,375 orae,srednio klienci zgtaszajsie co
20 minut. lle wynosgredni czas obstugi jednego klienta w tym SMO?
Zadanie 3.
Rozpatrujemy SMO ze stratami, bez wspotpracy z davgtanowiskami obstugi. Wiadomo,
ze prawdopodobiestwa odmowy obstugi wynosi 0,2 oraz sredni czas obstugi jednego
klienta w tym SMO wynosi 10 minut. lle wynosi in/wna¢ zgtoszé w tym SMO?
Zadanie 4.
Rozpatrujemy SMO ze stratami, bez wspolpracy. \Ohaa, ze intensywné¢ zgtoszé jest
réwna intensywngci obstugi.Srednia liczba zatych stanowisk wynosi a) 0,5 b) 0,8
lle jest stanowisk obstugi w tym SMO?
Zadanie 5.
Rozpatrujemy SMO z ograniczonymi stratami, bez W®pdy z jednym stanowiskiem
obstugi i jednym miejscem w poczekalni. . Wiadome,intensywné¢ zgtoszé jest rowna
intensywndaci obstugi. Wyznacz §mi Mgs.
Zadanie 6.
Rozpatrujemy SMO z ograniczonymi stratami, bez Wspgy, srednio klienci zgtaszajsic
co 30 minut, &redni czas obstugi jednego klienta wynosi rover8® minut. W poczekalnigs
2 miejsca. Wyznacz minimariczbe stanowisk obstugi tak aby&, < 0,001.
Dla tak wyznaczonej liczby stanowisk oblicz prawddpbieistwo:
- tego,ze w SMO nie ma klientéw,
- tego,ze w SMO jest przynajmniej dwoch klientow,
- tego,ze w poczekalni jest najuwg jeden klient,
Wyznaczsredng liczbe klientdw w SMO. Wyznacgredng liczbe zagtych stanowisk.
Wyznaczéredng liczbe zagtych miejsc w poczekalni.
Zadanie 7.
Rozpatrujemy SMO bez strat (nieskaona poczekalnia), mamy dwa kanaty obstugi bez
wspotpracysrednio klienci zgtaszajsie co 15 minut, dredni czas obstugi jednego klienta
wynosi réwnie 15 minut. Oblicz prawdopodohistwo:
- tego,ze w SMO nie ma klientéw,
- tego,ze w SMO jest przynajmniej dwoch klientéw,
- tego,ze w poczekalni jest najugj trzech klientow,
Wyznaczsredng liczbe klientow w SMO. Wyznacgredng liczbe zagtych stanowisk.
Wyznaczsredng liczbe zagtych miejsc w poczekalni.

L.Kowalski 4.01.2010
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