STATYSTYKA MATEMATYCZNA

WYKLAD 6

Whnioskowanie statystyczne dla
korelaciji | regresiji.



Analiza korelacji

Zatozenie: zmienna losowa dwuwymiarowa (X, Y) ma
rozktad normalny o wspotczynniku korela@ji



X, Y— cechy badane rownocree.
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R =

Cov X,Y) _

iZ(Xi - X)(Yi _V)




Uwaga.:

2 =xhy -Y)=Exy Xy
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Estymator R jest estymatorem zgodnym i asymptoigczn
nieobcazonym wspotczynnika korelacfl .

Estymator ten ma asymptotycznie rozktad normalny

1- p?
N(p’TJ’ (préba musi by bardzo liczna).



Uwaga.

1 1+R 1, 14 1
U==In—— ~ N|=In
"2 1R 7 (2 19’ Jn 3} n= 20).

J&li p =0, to Un—ﬁ\/_Z ma rozktad ..



Zatemprzedziat ufnosci dla wspotczynnika korelacjip
(préba bardzo liczna) ma poéta

1-R* ., 1-F
Jn ' 7 4n

R—wspotczynnik korelacji z proby,

n—liczebnd¢ proby,

1—a - poziom ufnéci,

u, odczytujemy w tablicy z zataosci @ (u,) =1 —al2

R-u,



Dla matych prob 1(=20) przedziat ufnosci dla
wspotczynnika korelacji p ma posté

A1 @B
A+l B+,
gdzie
A=t R Ug =l R, U
2 1-R n-3 2 1- R vn-3

u, odczytujemy w tablicy z zataosci @ (uy) =1 —al2
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Weryfikacja hipotez dotyczacych wspotczynnika korelacii.
Zaktadamyze cecha (X,Y) ma rozktad normalnyzr0.

Wysuwamy dwie hipotezy:

Ho(,O ::00) , H, - jedm z trzech poriiszych hipotez.
Rozpatrujemy statystyki zbior krytyczny wg tabeli:

H, Statystyka U Zbior krytyczny Odczyt k
0 %P, K = (—00;—k >0 < k;+0) | o(k)=1-a/2
PR (1 14R 1, 14p K =< k;+o0) o()=1-a

=In—-=In=—2 |/n-3

2 1-R 2 1p,
P <P, K = (-00;—k > o(k)=1-a
Decyzje:

Jeili U, UK to Hyodrzucamy ,
Jeili U, OK to nie ma podstaw do odrzucenig.H
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Przykiad.

Badano zalenos¢ miedzy wydatkami na reklaen
a wysokdcia sprzeday.

Dla proby 40 elementowej otrzymano r = 0,812.
Sprawdzimy na poziomie istotém 0,05 hipotezy:

H,(0 = 085) i H,lo # 085).
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Rozwizanie.
Wartcs¢ statystyki wynosi
u=-0,816.
Zbidr krytyczny ma posta
K =(-0;-1,96> [] <196,+»)

Poniewa ullK to nie ma podstaw do odrzucenig.H
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B adanie istotngci wspotczynnika korelac;i

Wysuwamy dwie hipotezy:
Holo =0) (brak korelacji pomidzy zmiennymi),

H, — jedn z trzech poriszych hipotez.

Rozpatrujemy statystyki zbior krytyczny wg tabeli:

H, | StatystykdJ | Zbior krytyczny Odczyk
p #0 K = (~o0;—k > [ < k;+00) PQTH_Z\ > k) =q
R
n-—2
0 >0 [ i1-R? K =< K;+00) Pan—z‘ > k): 2a
p <0 K =(—o0;—k > PQTH_2‘>k): 20
Decyzje:

J&ili u,0K to Hyodrzucamy,
Jesli u, 0K to nie ma podstaw do odrzucehlag
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Whnioskowanie dla wspotczynnikdw regres;i

Niech Y = 5o t BiX bedzie prosg regresii,
a

y=h, +bX prost regresji wyznaczanna
podstawie proby.
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Wspotczynnikib,, b, prostej regresji wyznaczamy
stosugc metode najmniejszych kwadratow (MNK).

Chcemy wyznaczyminimum funkcji:
SCIVEDICEDNC A i
O = -hy-bx)’

gdzie €=Y -¥ nazywamyesztami modelu
regresiji.

Uwaga ;Q =0
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MNK:

?: b() +b1X
(prosta  regresji

€ =) _j}i z proby)
Vi
€;
Vi —

/

Nalezy wyznaczy prost regresji tak aby suma pol
kwadratow byta minimalna.
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Obliczajac pochodne castkowe funkcji (*)
| przyrownuj ac je do zera otrzymujemy uktad
rownan normalnych:

0S .

a—bo = 2; (Y, =, —bx)(-1 =

= —Z(Zn: Y, —blzn:xi —nbo):O

0S < L oy
a—zé(yi by —bx)(=%) =

:_Z(im i_blixiz_boixi)zo
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Rozwigzujac otrzymany uktad rowra otrzymamy
wzory na przyblione wartéci wspotczynnikow

Xy =2 x>y - 2 =Xy -) _
Yy -(xf 2k -xf
_ 2T s, coviX,Y)
> X -n(x) s S

b
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Wariancja resztowa:
Wariancja resztowa t@ednia z pol kwadratow
zbudowanych na resztach odzwierciegtlajstopié

dopasowania prostej regresji do danych
statystycznych.

Nieche =y-Y, gdzie % =hk+hx wtedy
> e

e n-=2|czyl

Z:iZ;YiZ—boiZ;yi —bliZ;:)ﬁyi - nﬁ(l—rz)

S
n-2 n—2

e

Se = \/5? oznaczarednie (standardowe) odchylenie
od prostej regresiji.
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Wspotczynnik determinacii

DG D ). S
> (y -y Dy -y’

_ boz Yi +blz XY - ny* _
Z yi2 - n(y)2

_ bl(zxi Yi _nW) _ COVZ(X,Y) _ .2
Z yi2 _n(y)2 S>2<S\?

Uwaga: R°0(0, 1)
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Standardowe bkdy oszacowania wspotczynnikow
prostej regresji.

sh) =

S
(% —%)?

)= D2 )Ly ) S
N> (% -X) n
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Stosujemy niekiedy zapis

Y=h + b X
(xs(by)) (£s(by))
lub
Y= b + b X (23)

(xs(bp))  (xs(by))
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Przedziaty ufnascidla 5,1 =0, 1;
dla poziomu ufnéci 1 —a mamy:

B 0(b —u,S():h +u,Sh))

gdzie U, odczytujemy z tablicy rozkladu Studenta:
PQTH\ > ua): a

Sb) — standardowe bdly wspotczynnikow prostej
regresiji.
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Weryfikacja hipotez dla 4, i =0, 1,

dla poziomu istotnsxi a rozpatrujemy test dla
poszczegolnych parametrgdv, i = 0, 1.
Wysuwamy dwie hipotezy:

HO(/Bi = ﬂio) , H; — jedny z trzech poriiszych
hipotez.
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Rozpatrujemy statystyki zbior krytyczny wg tabeli:

H, | Statystykal Zbior krytyczny | Odczyk
B # ﬁio K = (—00;—k > [J < Kk;+0c0) PQTH\ > k):a
_b-7
g>p U =—— K =< K;+00) P(T_,|>k)=2a
S(h)
B <p° K = (—c0;—k > P(T_,|>k)=2a
Decyzje:

Jeli u, UK toHgodrzucamy ,
Jeli U,UK to nie ma podstaw do odrzucehla
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Uwaga
J&ili badamy istotn& parametry3 to przyjmujemy

B =01tz Ho(B =0
W modelach regresji padane jest odrzucenie
hipotezy Ho(8,=0).

Przyktad

Z populacji dla ktorej X, Y) ma rozktad normalny
pobrano prob 100 elementow i obliczono, ze
prosta regresji z proby ma posta

Y=1,35- 0,4 X
(0,5) (0,1)

Na poziomie istotngci 0,05 sprawd istotna¢
wspc’)’fczynnikaﬂl :
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Rozpatrujemy hipotezyio( 4,=0) H.(4 <0)

Wartas¢ statystyki wynosu = — 4.,

Zbiér krytyczny ma postaK = (=0;-1,66>
Poniewa obliczona warté¢ statystyki nalgy do
zbioru krytycznego to odrzucamy hipotez

Ho(B,=0), zatem wynik testu nie podia
IstotnasCl Wsp(’ﬂczynnikaﬂl.
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Prognoza punktowa to przewidywana wartg

zmiennejY odpowiadagca wartdci X

y (7)=hy+h X,

7 ZmiennejX.
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Standardowy bfad prognozy

S =S, J1+

=S

e

1, (x-xf _

Y (x -xf

=1

1+ i=1

DX+ = 2% Y X
i=1

|

gdzieS. — odchylenie resztowe
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btad wzgledny prognozy punktowey:

5 = 100%

*

Y
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Prognoza przedziatowadla poz. ufnéci 1 —a.
(Y (D) -y, Sy (1) +y,S,)
U, odczytujemy z tablicy rozktadu Studenta:

PQTn_Z\ > ua) =a
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Badanie liniowasci funkcji regresji - test serii.

Badamy populagjze wzgédu na dwie cechy X 1.

Losujemy prob n - elementow (x;, V).

Na podstawie tej proby chcemy sprawidzzy funkcja

regresiji jest liniowa.

Prostym testem do weryfikacji tej wtasieojest test

serii.

Niech y=b,+bx bedzie prosi regresji wyznaczanna

podstawie proby metachajmniejszych kwadratow.

Elementom proby przypisujemy symizolub b:
a-gdyy >b,+bx, (punkt leey nad prost)
b - gdyy <b,+bx (punkt lezy pod prosf)

(elementéw dla ktorych zachodzi rovgaamie

rozpatrujemy).

Serieto podcagi ztozone z jednakowych symboli.
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Rozpatrujemy hipotezy
Ho(funkcja regresji jest liniowa),
H,(funkcja regresji nie jest liniowa),

Stosujemy statystyk
U, = liczba serii
Zbior krytyczny:
K =(0; k>

gdzie k odczytujemy z tablicy dla poziomu istofriax |
liczb i, oraz 3,

gdzie n - liczba symboll, n, - liczba symbolb,
Decyzje:

J&ili u, 0K to Hyodrzucamy

J&ili u, 0K to nie ma podstaw do odrzucenig.H
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Przykiad.

Badano zalenos¢ migdzy wynikami testow z dwoch
przedmiotow przeprowadzonymi w pewnej uczelni.
Dla proby 12 wylosowanych studentéw otrzymano
nastpujace liczby punktow:

X 116 12022 24| 33 47 55 70 77 82 90 D4
Y |25 |34 |60 ] 83| 92| 10410/124/133|150/145/17/0

Prosta regresji z proby ma paosta = 2x + 5.
Sprawdzimy na poziomie istotém 0,05 hipotez ze
zaleznos¢ miedzy tymi cechami jest liniowa.
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Rozwigzanie.
Otrzymamy nasgpujacy ciag symboli:

b,b,a,a, a a b,b, b, bbb
Liczba serii wynosiu = 3
Z tablic rozktadu serii odczytujemy

K=(0; 3>

Poniewa uOK to odrzucamy hipotezH, zatem
maozemy fdzi¢, ze zalenos¢ miedzy wynikami testow
nie jest liniowa.
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