STATYSTYKA MATEMATYCZNA

WYKLAD 5

WERYFIKACJA HIPOTEZ
NIEPARAMETRYCZNYCH



Test zgodnosci i’

Hipoteza zerowa H,(Cecha X populacji ma rozktad
o dystrybuancie F).
Hipoteza alternatywna H,(Cecha X populacji nie ma

rozktadu o dystrybuancie F).



Weryfikacja powyzszych hipotez za pomocg tzw.

testu »” przebiega nastepujaco:

1.Pobieramy liczng probe (n >80). Prezentujemy jg
w szeregu rozdzielczym klasowym w r klasach.

2.0bliczamy na podstawie proby estymatory
najwiekszej wiarygodnosci nieznanych
parametrow.

3.Przyyjmujemy, ze cecha X ma rozktad o

dystrybuancie F.
4.Dla kazdego przedziatu klasowego 4; =<4a;34,,,)

obliczamy prawdopodobienstwo

Pi :P(XEAi):P(ai £X<ai+1):F(ai+1)_F(ai)



5.0bliczamy

u,,=2(” —np,)’ Z(” ~,)’

gdzie 7, jest liczebnoscig (empiryczng) klasy 4.
n,= np; jest liczebno$cia teoretyczna klasy 4
6. Wyznaczamy zbi0r krytyczny prawostronny

K =<k ; ), gdzie k wyznaczamy z tablicy rozktadu

y* dla r— -1 stopniami swobody

gdzie [ — liczba nieznanych parametrow rozktadu X,

1 dla prawdopodobienstwa o (rownemu poziomow1

istotnosci).

7.Podeymujemy decyzje:
odrzucamy hipotez¢ H#,, gdy u, €K

przyjmujemy hipoteze H,, gdy u, 2K



Uwaga. Do obliczania prawdopodobienstw p;,
pierwsza 1 ostatnia klasa szeregu rozdzielczego
powinny mie¢ posta¢ 4 =(-%;a,), 4, =<a,;©) i do
kazdej z nich powinno naleze¢ co najmniej 5
elementow proby. Do pozostalych klas powinno
naleze¢ co najmniej 10 elementow proby. Klas nie

moze by¢ mniej niz 4.



Przyklad.

Badano rozktad liczby awarii systemu
komputerowego (cecha X populacji). W ciggu 100
tygodni zarejestrowano nastepujgce ilosci awarii:

Liczba 0 1 2 3 4
awaril

Liczba 24 32 23 12 9
tygodni

Na poziomie istotnosci o = 0,05 sprawdz czy liczba
awaril ma rozktad Poissona.
hipotezy:

H,(Cecha X populacji ma rozktad Poissona)
H,(Cecha X populacji nie ma rozktadu Poissona).

(n, —np, )’

I | n i-m, P np; np,
0 24 0 0,223 22,3 0,13
1| 32 32 0,33 33 0,06
2| 23 46| 0,251 25,1 0,18
3| 12 36 0,13 13 0,02
4 9 36/ 0,066 6,6 0,9
150{1,00000 100 1,29




Przyjmujemy 4 = 1,5 U= 1,29.
Wyznaczamy zbior krytyczny  prawostronny

K =<k, ).
Liczbe¢ k odczytujemy z tablicy rozktadu »*dla
r—1-1=5-2=3 stopni swobody 1
prawdopodobienstwa o = 0,05.
Mamy k=7,815, wiec

K =<7815; ).

Poniewaz Uo=1,29 ¢ K,
wigc hipoteze, ze cecha ma rozktad Poissona

przyjmujemy.



Test normalnosci (test Shapiro-Wilka)
Wysuwamy dwie hipotezy:

H,— X ma rozktad normalny,

H; — X nie ma rozktadu normalnego.



Dane statystyczne porzadkujemy niemalejaco: x, Xy, ..., X
Stosujemy statystyke

[n/2] 2
{ Z a,, (x(n_m) - x(i)):|
U — i=1

n n

gdzie [n/2] jest czescig catkowitg liczby n/2,
a,;— wspotczynniki Shapiro-Wilka odczytane z tablicy:

ho 2 3 4 5 6 7 8 9 10

8 10,605210,3164(0,1743]0,0561 | — — — — — —
10 10,573910,3291(0,2141(0,1224|0,0399| — — — — —
12 10,547510,3325|0,2347]0,1586[0,0922|0,0303| — — — —
14 10,5251]0,3318(0,2460(0,1802{0,1240|0,0727]0,0240| — — —
15 10,5150]0,3306|0,2495|0,1878(0,1353/0,0880]0,0433| O — —
16 10,5056]0,3290(0,2521(0,193910,1447|0,1005|0,0593]0,0196| — —
18 10,4886]0,3253]0,2553]0,20270,1587(0,1197]0,0837[0,0496|0,0163 | —
20 10,473410,3211]0,2565]0,2085]0,1686|0,1334/0,1013]0,0711|0,0422|0,0140




Rozpatrujemy zbidr krytyczny: k=<0, k>
gdzie k odczytujemy dla poziomu istotnosci « 1 danego n
z tablicy testu Shapiro-Wilka:

(tablica testu Shapiro-Wilka dla a = 0,05)

n 8 10 12 14 15 16 18 20
k 0,818 | 0,842 | 0,859 | 0,874 | 0,881 0,887 | 0,897 | 0,905

Decyzje:
Jesli u, € K to H)y odrzucamy.
Jesli u, ¢ K to nie ma podstaw do odrzucenia H,.
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Przyklad

Dana jest uporzadkowana proba 18 elementowa: 124, 142, 149,
156, 161, 168, 173, 179, 182, 193, 197, 204, 219, 228, 237, 252,
259, 274. Na poziomie istotnosci 0,05 sprawdzi¢ testem
Shapiro-Wilka hipotez¢ o normalnosci rozktadu badanej cechy.
Rozwigzanie

Srednia wynosi 194,3.

Suma kwadratéw odchylen od srednie;j Z(xi -%) =31375 ,0.

[0,4886(274—124) + 0,3253(259 ~ 142) ...+ 0,0163(193—182) ]’
“n = 31375.6 =097

K =<0; 0,897>, zatem u, ¢ K 1 hipoteze o normalnosci rozktadu
badanej cechy nalezy przyjac.
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TEST NIEZALEZNOSCI ¥
Rozpatrujemy badane rownoczesnie dwie cechy
X 1Y (nie musza by¢ mierzalne).
Sprawdzamy hipoteze: Ho(X, Y sg niezalezne),
oL - poziom istotnosci.
Prébe losowa n elementowg (n > 80) zapisujemy
w postaci tablicy (podziat na warianty powinien by¢
taki aby n;; = 8):

Y
Y; Yo ... Y| ng
Xi|nyp Nyp ... Ny Ny
X [ Xz Moy Ny ... Ny| N,
Xy N1 Ny ... Ny | N
Nej |Ne1 No2 --- 1oy n
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Na podstawie pr(')by obliczamy wartosc¢ statystyki

*) i=l j=1
(rozpatrywana statystyka ma rozkiad Yk-1a-1)
gdzie

n.n,; (sumai-—tego wiersza)x (sumaj—tej kolumny)

n. =
’ n liczebno$¢ proby

Zb16r krytyczny ma postac
K = {k; ) .
gdzie

P(Y(k-l)(l-l) > k)=«

Jesli u, €K to Hy odrzucamy, w przeciwnym
przypadku nie ma podstaw do odrzucenia H,.
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Uwaga 1.

W przypadku gdy cechy X 1 Y maja tylko po dwa
warianty to rozpatrywana tablica ma postac (tzw.
tablica czteropolowa):

Y
| 2
X[ 1] A B A+B
2| C D C+D

A+C| B+D n

Statystyka U, ma wtedy postac:
U - n(AD - BC)’
" (A+B)(A+C)B+D)(C+D)

1 ma rozktad Y;.

14



Jesli w tablicy jest komorka o matej liczebnosci, to

zalecana jest poprawka Yatesa i statystyka U, ma
wtedy postac:

- n(4D-BC|-0,5n)’
" (A+ B)(A+C)(B+ D)(C + D)
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Dla tablicy 2x3:

Y
1 2 3
X| 1| n; np [np3 N
2 | ny |nyp [Ny N,
A B C
Statystyka U, ma postac:
Ny Ny Ny Ny Bz Ny
(]n:]\]l]\]2 NIAN2+N1 N2+Nl N2

1 ma rozklad Y.
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Uwaga 2.
Wielkos¢

T = U
nyJ(k = 1)(1 - 1)
nazywamy wspotczynnikiem Czuprowa

(T e<0;1>)

Wielkos¢

V:J U,
n(m—1)

gdzie m = min(k, 1)

nazywamy wspotczynnikiem Cramera
(Ve<0;1>)
Zauwazmy, ze dla tablic kwadratowych T =V.

Wspoélczynniki te moga stuzy¢ do oceny sity

zaleznosci miedzy cechami (nawet w przypadku
cech niemierzalnych).
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Uwaga 3.

Jesli mamy tablice wielko$ci n;; oraz 7; to stosujac
funkcje CHI.TEST(tablical; tablica2) programu
EXCEL mozemy wyznaczy¢ krytyczny poziom
istotnosci i rozstrzygnac¢ niezaleznosc¢
rozpatrywanych cech.

18



Przyklad

W celu zweryfikowania hipotezy, ze studentki
pewne] uczelni lepie) zdajg egzaminy niz
studenci, wylosowano probe¢ n = 180 studentek 1
studentow 1 otrzymano nast¢pujgce wyniki
zaliczenia letniej sesj1 egzaminacyjnej:

SESJA STUDENTKI | STUDENCI
ZALICZONA 75 25
NIEZALICZONA 55 25

Na poziomie istotnosci = 0,1 sprawdzi¢
hipotez¢ o niezaleznosci wynikow
egzaminacyjnych od pici.
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Rozwigzanie
u, =084 K =(2,706;)

zatem nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o
niezaleznosci.
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Badanie losowosci proby - test serii.

W wielu zagadnieniach wnioskowania statystycznego istotnym
zatlozeniem jest losowos¢ proby. Prostym testem do weryfikacji
tej wlasnosci jest test serii.
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Dla rozpatrywanego ciggu danych

statystycznych obliczamy median¢ m, (wartosc
srodkowa).

Jesli X, S X, =.....SX, dane uporzadkowane to

-

X, dlannieparzystych

2

;( +Xx +2] dlanparzystych
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Przyktad.
Dla danych (po uporzagdkowaniu)

2,2,3,3,4,5,5,5, 5 mediang jest 4.
Dla danych (po uporzagdkowaniu)
2,2,2,3,3,4,5,5,5,5

mediang jest 3,5.
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Elementom proby przypisujemy symbol a lub b:
a - gdy x; > m,,
b - gdy x; <m,

(elementow x; = m, nie rozpatrujemy).

Serie to podciaggl zlozone z jednakowych
symboli.
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Rozpatrujemy hipotezy
Hy(elementy proby majg charakter losowy),
H,(elementy proby nie majg charakteru losowego),

Stosujemy statystyke:

U, = liczba seri1
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Zbi6r krytyczny:
K = (-o0; k> U < kj, 0)

gdzie k; odczytujemy z tablicy dla poziomu
1stotnosci o/2 1 liczb n; oraz n, ,

gdzie k, odczytujemy z tablicy dla poziomu
1stotnosci 1 - o/2 1 liczb n; oraz n, ,

gdzie n; - liczba symboli a, n; - liczba symboli b,
Decyzje:

Jesli U, ek to Hy odrzucamy ,

Jesli U, K to nie ma podstaw do odrzucenia Hy, .
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Uwaga.
Gdy n; lub n; jest wieksze od 20, to liczba serii ma
w przyblizeniu rozktad

N[ 2n;n, Y \/ 2nln2(2nln2 —n)]

n n’(n—1)

Dla duzych n mozna stosowac rozktad

%
2 2
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Tablica rozkladu serii

Tablica dla = 0,025: (tablica jest symetryczna)

%345678910 11| 12 13| 14| 15| 16| 17|18 |19 |20
5 212

6 2121|313

7 2213|313

8 2313|344

9 23134141515

10 2(3|1314|5[5/5| 6

11 2(31414|5|5/6| 6| 7

12 2(3/1414|5(6/6| 7| T| 7

13 2(314|5|5|6(6| 7| 7| 8 8

14 2(314|5|5|6|7| 7| 8 8 91 9

15 3/13|4(5/6/6(7| 7| 8 81 91 910

16 3/14|14|5/6|6|7| 8 8 91 91 10| 10| 11

17 31414(5/6|7(7| 8| 9| 9] 10| 10| I1| 11| 11

18 3/14|5(5]617 |8 81 9 9110 10} 11| 11| 12|12

19 3/14|5/6(617 |8 8 910 10} 11| 11| 12| 12|13 |13
20 3/14|5/6/6/7(8| 9 9] 10| 10| 12| 12| 13| 13|13 |13 |14
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Tablica rozkladu serii
Tablica dla = 0,975: (tablica jest symetryczna)

nj% 21 3| 4] 5] 6 7| 8] 910111213 |14 |15|16 |17 |18 |19 |20
21 4

3 15| 6

41 5| 7] 8

5051 7] 819

6 | 5| 7| 8] 9|10

7151 7910|1112

8| 5] 7| 910111213

91 5] 71 9|11|12]13 13|14

10| 5] 7] 91112 13|14 |15 |15

11 S| 71 911 12|13 |14 |15]16 |16

12051 7] 9111213 |15]|15|16 |17 |18

130 5] 7] 9111314 |15|16|17 |18 |18 |19

14| 51 7] 97111314 |15|16 |17 18|19 19|20

15151 7] 911 (1314|1517 (171819 20|21 |21

16 | 51 7| 911131516 |17 |18 |19 20|20 |21 |22 |22

1705 7] 971113151617 |18 |19 (20 |21 |22|22 |23 |24

18 | 5|1 71 911 1315|1617 |18 |19 20 |21 |22 |23 |24 |24 |25

19 51 7] 9711131516 |17 |19 (20 |21 |22 |22 |23 |24 |25|25]26
200 S| 7| 911 [ 1315|116 |17 |19 |20 (21 |22 |23 |24 |24 |25 |26 |26 |27
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Przyklad

W celu zbadania rozkltadu wydajnosci pracy
zarejestrowano czas wykonania detalu przez 15
wylosowanych pracownikow 1 otrzymano wyniki
(min):

16, 20, 25, 34, 22, 33, 47, 30, 28, 19, 22, 40, 36, 31,
38.

Sprawdzimy na poziomie istotnosci 0,05 hipoteze,
ze wybor proby byt losowy.
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Rozwiazanie.

Wyznaczamy median¢ ( po uporzadkowaniu danych
niemalejaco) 1 otrzymujemy m, = 30.

Kolejnym danym przyporzadkowujemy symbole
aib:

16 20 25 34 22 33 47 30
b b b a b a a -

28 19 22 40 36 31 38
b b b a a a a

Liczba serii wynosi u =6
Z tablic rozktadu serii odczytujemy
K = (-00; 3> U < 12. 0)
Poniewaz u ¢ K to nie ma podstaw do odrzucenia

hipotezy Hy  zatem mozemy sadzic, ze proba ma
charakter losowy.
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Badanie zgodnosci rozkladow - test serii.

Mamy dwie proby pochodzace z dwoch populacyi.
Na podstawie tych prob chcemy sprawdzi¢ czy
rozklady obu populacji nie ro6znig si¢ (czyli w
szczegdlnosci czy dwie proby pochodza z jednej
populacji).Prostym testem do weryfikacji tej
witasnosci jest rOowniez test serii.
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Wyniki obu préb porzadkujemy w jeden
niemalejacy ciag.

Elementom tego ciggu przypisujemy symbol a lub b:

a - gdy element pochodzi z I proby,
b - gdy element pochodzi z II proby
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Serie to podciagi ztozone z jednakowych symboli.

Rozpatrujemy hipotezy
Hy(rozktady populacji sg takie same),
H,(rozktady populacji r6znig si¢ istotnie),
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Stosujemy statystyke:
U, = liczba seri1

Zbi6r krytyczny:
K=(0; k>

gdzie k odczytujemy z tablicy dla poziomu

1Stotnosci o
1 liczb n; oraz n, ,
gdzie n; - liczba symboli a, n; - liczba symboli b,
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Tablica dla a = 0,05: (tablica jest symetryczna)

n [2(3[4]5[6[7[8[9[10[11[12[13[14[15[16[17[ 18 |19 |20
n,

4 2

5 20213

6 20333

7 203344

8 |2(2(3|3|4|4]5

9 |2(2]3]|4|4|5|5]6

10/2|3[3[4(5|5|6|6] 6

1112|334 |5|5]|6|6]| 7|7

122|344 (5|6|6|7]|7 8|8
13/2|3(4(4(5/|6|/6|7| 88|99
1412|3|4|5(5/6|7|7|8/8|9]|9]10
15/2|3|4(5/6/6|7|8|8|9]|9]|10]10[11
16)2|3|4(5/6/6|7|8| 8 |9]|10{10]11|11]11
1712|3456/ 7]|7|8]9|9]|10{10]11|11]|12]12
1812|3|4(5(6|7|8|8]9 |10/10]{11]11[12|12]13] 13
19)2|3(4(5(6/|7|8(8]9 |10/10]{11]12(12|13|13] 14 | 14
2012|3(4(5(6|7|8[9]9 |10|11|11]12[12|13|13] 14 | 14| 15
Decyzje:

Jesli U, €K to Hy odrzucamy ,

Jesli U, €K to nie ma podstaw do odrzucenia H .

36



Przyklad
W celu porownania rozktadu wydajnosci pracy w

dwoch filiach przedsigbiorstwa, zarejestrowano
wydajnos¢ pracy 10 wylosowanych pracownikow z
kazdej fili1 1 otrzymano wyniki:

Filia I:

4979 8,1 6,1 4,7 3,9 3,2584,56,3

Filia II:
8,8 18,7 155 9,57,1656,8104 7,816,3

Sprawdzimy na poziomie istotnosci 0,05 hipoteze,

ze rozktad wydajnosci pracy w tych filiach jest taki
sam.
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Rozwigzanie.
Po uporzadkowaniu danych w jeden cigg niemalejaco
1 przyporzadkowaniu symboli a1 b:

32 39 45 47 49 58 6,1 63 6,5 6,8

a a a a a a a a b b

7,1 7,8 7,9 8,1 88 9,5 10,4155 16,3 18,7
b b a a b b b b b b
Liczba serii wynosiu =4

Z tablic rozktadu serii odczytujemy

K =(0; 6>

Poniewaz U € K to odrzucamy hipoteze Hp .
zatem mozemy sadzi¢, ze wydajnos¢ pracy w tych
filiach ma r6zny rozktad.
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