STATYSTYKA MATEMATYCZNA
WYKLAD 3

PRZEDZIALY UFNOSCI

Niech 0 - nieznany parametr rozkladu cechy
X. Niech a bedzie liczbg z przedziatu (0, 1).

Jesli 1stniejg statystyki, U, 1 U,

b

U, < U, ; ktorych rozktad zalezy od 0
oraz

PlU,<0<U,) =1-a

to przedziat losowy
<Qn ; Un>

nazywamy przedzialem ufnosci dla parametru
0, na poziomie ufnosci 1 - a.



Jesli na podstawie proby obliczymy wartosci

u, i s statystyk U, i Un to otrzymamy
liczbowy przedzial ufnosci.

1 - o = poziom ufnosci.
W praktyce 1 -a=0,9.....0,95 ..... 0,99.
1 -a=0,95 to wartos¢ standardowa.



Interpretacja poziomu ufnosci 1 - a.
Na o0go6t dla r6znych prob otrzymuje si¢ rozne
liczcbowe przedziaty ufnosci, lecz nalezy
oczekiwac, ze okoto (1 - a)100% z nich bedzie
zawierac rzeczywistg wartos¢ parametru 0.
Np. dla 1 - a = 099 oczekuyjemy, ze
przecietnie w tylko 1 probie na 100 otrzymany
liczbowy przedziat ufnosci nie bedzie zawierat
parametru 0.



Uwaga. Z powyzszej interpretacji wynika, ze
poziom ufnosci nie moze by¢ zbyt niski.

Jesli natomiast zwiekszamy nadmiernie
warto$¢ poziomu ufnosci to rosnie dlhugosc
przedziatu ufnosci 1 spada jakos¢ oszacowania
parametru (rosnie blad bezwzgledny 1 blad
wzgledny).

Dlatego przyymuje si¢, ze najbardzie;
odpowiednie = wartosci  poziomu ufnosci
mieszczg si¢ w granicach 0,9 - 0,99.



Uwaga. Jesli chcemy poprawi¢ jakosc¢
oszacowania nieznanego parametru
przedziatem ufnosci to nalezy zwiekszy¢
liczebnos¢ proby.



Jerzy Neyman (1894-1981), statystyk.
Wprowadzil i rozwingl pojecie przedzialu ufnosci.



Zestawienie najwazniejszych przedzialow ufnosci.

Poziom uthosci=1-— «

(typowe wartosct 1 —a: 0,9; 0,95 0,99).
L-p Parametr ROZklad. cee hy, Przedziat ufnosci W}{znaczanle Blad
zatozenia liczby «, wzgledny &
. Normalny —  ou — ou
I e A S S
o — jest znane n n xX~n
Normalny
Warto$¢ v _ Su, . Su Su
X - 4 ;X + 2 > = — <
2 oczekiwana m N(m %), n—1 n—1 Hu’;—l |_u0‘) “ Xn-1
o —nie jest znane
. Dowolny — Su — Su Su
3 Wartosc Liczna proba <X —— X +—F= D(u,)=1- d —=
Jn Jn 2 XIn

oczekiwana m

n > 80




Normalny nS? nS? mnlz%):%
Wariancja o N(m, o) < ; > ; _
T u, u, P, 2uy)=1-2
Odchylenie Normalny nS*> [nS* PV, 2u) =7
N(m, o) < ; > " —
standardowe o O)s u, i, PO, 2 =14
Normalny g S
i u U u
Odchylenle . N(m, O')’, <SS - —Z ,S 4o S ¢(ua) —1— g a
standardowe o| liczna %rooba /Zn / M 7 /2 7
n>
Normalny
u,S u,S o
Wariancja o : Nom, O-),’ <(§ - )2;(5 + )2 > @(ua) =]1-= _
liczna proba J2n 24 7

n> 80




Prawdopod
8 | obienstwo
sukcesu p

Rozktad
zerojedynkowy
RX=D)=p RX=0)=1-p
liczna proba,
n> 100

<W-u,| M=) W+, =M
n n

Gdzie w =k/n

k-liczba sukcesow

dj(ua) :1_2

ua

wa-w
n

@ — dystrybuanta rozktadu normalnego N(0,1)

Tl’l
Y,
swobody.

-1 — zmienna losowa o rozktadzie Studenta z n — 1 stopniami swobody

-1 — zmienna losowa o rozkladzie chi kwadrat (3’ ) z n — | stopniami



Uzasadnienie
1) Rozpatrujemy standaryzowang statystyke

X —m
U = Jn (ma rozktad N(0;1)).

O
Rozktad normalny jest symetryczny wigc

szukamy przedziatu [-#. %, ]| aby
P(-u, <U<u,)=1-a
Z powyzszego warunku wynika roOwnos¢

a
@(ua) :1—5

stad znajdujemy w tablicach
dystrybuanty rozktadu normalnego

N(0;1) wartos¢ u, .
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Przeksztatcamy:

P(—u, < X_m\/;<ua)=l—a

O

—M O e u o
P( < X-m<—=4=)=1l-«

JZ Jn

w~ U0 v M“G)—l—a

Jn Jn

ostatecznie

—~ Uu,o — ua):l—a

n Jn
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2) Korzystamy z rozktadu t-Studenta
Rozpatrujemy statystyke

X—-m ——
U= ¢ ~1' (ma rozklad T,,).
Rozktad Studenta jest symetryczny wigc
szukamy przedziatu [-¥. %, ]| aby

P(-u, <U<u,)=1-a
Z powyzszego warunku wynika rOwnos¢

F(ul—;—l |2ua) =0

stad znajdujemy w tablicach rozktadu
Studenta wartos¢ 4, .
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Przeksztatcamy:

P(—u, < X;m\/n—l <u,)=l-«a

—u S — u_ S
P——=<X—-m<—=2=—=)=1-«
n—1 n—1
P(—f— UyS <-m<-X+ UyS )=1-«
n-—1 n—1
ostatecznie
—  u_ S —  u. S
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3) Dla duzych proéb, statystyka

X —m
U= B Vn ma w przyblizeniu rozktad

normalny N(0,1). Wowczas przedziat
ufnosci ma taki ksztatt jak w 1)

P(Y—M“S <m<f+u“S):1—a

Jn Vn
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przedziat nr 4:
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Zadanie 1.

Trwatos¢  zarowek z pewnej partii jest
zmienng losowg X o rozkladzie normalnym
N(m, 100 h). Z parti1 tej pobrano probe 16
zarowek 1 otrzymano ¥ = 2670 h. Oszacujemy
srednig trwato$¢ zardowek z tej parti
przedziatem ufnosci, na poziomie ufnosci

1 - a=0,95. Znajdziemy wzgledny btad tego
oszacowania.
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Rozwigzanie.

Zastosujemy przedziat ufnosci nr 1:
— ou, = Oou,

<X - ; X+
Jn Jn

Mamy (D(”a)zl‘%z 0,975, stad ug =196
wigc blad (bezwzgledny), czyli polowa
dhugosci przedziatu ufnosci

A=Y _100-196

Tn s = 49h,

>
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zatem szukanym przedzialem ufnosci jest

przedziat
<2670—-49 ;2670 +49>=<2621;2719 >,

s=2% A 49
Btad wzgledny )_c\/; =5 2670~ 1.8%.

Uwaga

Niekiedy w praktyce przyjmuje si¢, ze:

— Wzgledny blad oszacowania 6 < 5% jest dobry tzn. niski.

— Wzgledny blad oszacowania 5% < & < 10% jest
zadawalajacy.

— Wzgledny blad oszacowania 6> 10% jest niezadawalajacy.
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Przyklad.

Badana cecha ma rozktad N(m, 2). Srednia z proby
10 elementowej wynosi 25. Wyznaczymy
przedziaty ufnosci dla wartosci oczekiwanej dla
roznych poziomow ufnosci. Sprawdzimy jak
zmienia si¢ btad wzgledny przy rozpatrywanych
poziomach ufnosci.
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1-a 1-a/2 Uy lewy-k prawy-k bl.wzgl
0,8 0,9 1,282| 23,68 26,32 5,29%
0,85 0,925 1,440/ 23,51 26,49 5,95%
0,9 0,95 1,645 23,30 26,70 6,80%
0,91 0,955 1,695 23,25 26,75 7,00%
0,92 0,96 1,751 23,19 26,81 7,23%
0,93 0,965 1,812] 23,13 26,87 7,49%
0,94 0,97 1,881 23,06 26,94 7,77%
0,95 0,975 1,960| 22,98 27,02 8,10%
0,96 0,98 2,054 22,88 27,12 8,48%
0,97 0,985 2,170] 22,76 27,24 8,97%
0,98 0,99 2,326| 22,60 27,40 9,61%
0,99 0,995 2,576| 22,34 27,66 10,64%
0,991| 0,9955 2,612 22,30 27,70 10,79%
0,992 0,996 2,652 22,26 27,74 10,96%
0,993| 0,9965 2,697 22,21 27,79 11,14%
0,994 0,997 2,748 22,16 27,84 11,35%
0,995/ 0,9975 2,807 22,10 27,90 11,60%
0,996 0,998 2,878 22,03 27,97 11,89%
0,997 0,9985 2,968 21,93 28,07 12,26%
0,998 0,999 3,090 21,81 28,19 12,77%
0,999/ 0,9995 3,290 21,60 28,40 13,59%
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biad wzgledny

btad wzgledny

jako funkcja poziomu ufnosci

20,00%
15,00% i
10,00% ,.‘
-
5,00% . ¢+ * ° —
0,00% . .
0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

1,1
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Przyklad.

Zapytano 1000 wylosowanych dorostych osob czy
popierajg wprowadzenie kary Smierci. SzescCset
0sO0b odpowiedzialo twierdzgco. Na poziomie
ufnosci 0,95 oszacowac odsetek wszystkich
dorostych 0sdb popierajgcych wprowadzenie kary
smierci. Zaktadajac, ze rozpatrywane proby sg
reprezentatywne rozwigzemy powyzsze zadanie
dla prob o roznych liczebnosciach. W kazdym
przypadku obliczymy btad wzgledny.
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n k 1-a 1-a/2 u, | W
1000 600 0,95 0,975 [1,96|0,6
n lewy-k prawy-k bt.wzgl
100 0,5040 0,6960 16,00%
200 0,5321 0,6679 11,32%
300 0,5446 0,6554 9,24%
400 0,5520 0,6480 8,00%
500 0,5571 0,6429 7,16%
600 0,5608 0,6392 6,53%
700 0,5637 0,6363 6,05%
800 0,5661 0,6339 5,66%
900 0,5680 0,6320 5,33%
1000 0,5696 0,6304 5,06%
1100 0,5710 0,6290 4,83%
1200 0,5723 0,6277 4,62%
1300 0,5734 0,6266 4,44%
1400 0,5743 0,6257 4,28%
1500 0,5752 0,6248 4,13%
1600 0,5760 0,6240 4,00%
1700 0,5767 0,6233 3,88%
1800 0,5774 0,6226 3,77%
1900 0,5780 0,6220 3,67%
2000 0,5785 0,6215 3,58%
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biad wzgledny jako funkgja

liczebnosci préby
18,00%
16,00% |
S, 14.00%
S 1200% | ,
(b
5 10,00%
N ¢
2 800% |
gl %
@ 6,00% R
o) 4,00 ””’Nﬂ
, o ’00000000000000000000
2.00%
0,00% * | |
0 1000 2000 3000 4000
liczebnosé préby
Whiosek.

Btad wzgledny zmniejsza si¢ wraz ze wzrostem
liczebnosci proby.
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Przedzialy ufnosci dla prawdopodobienstwa sukcesu p.
Model 1 (standardowy, przedziat nr 8 w powyzszym zestawieniu)
Model 2 (poprawka na ciggtosc¢)

pe<(W—i]—ua W(I_W);(W+ij+ua W(I_W)>

2n n 2n n

Gdzie ®(u,) =1—%
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Model 3 (skorygowana poprawka na ciggtosc)

PE

2 2 2 2
! > W la —u, U W)+ Ya ; W la +u, U W)+ Ya
n+u, 2n n 2n 2n n 2n

a
Gdzie Pu,)=1 5
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Model 4 (mata proba)

P k+(n—k+ Duy ' n—k+ (k+ Du,
gdzie U = Fl2n-k+1);2k5/2] Uy = Fia(k+1):2(n-kK);/2]

to kwantyle rozktadu F Snedecora (mozna zastosowac funkcje
EXCELA ROZKLAD.F.ODW.

Poréwnanie modelu 11 4.

(1-a=0,95), n—liczebnos¢ proby

Wygenerowano liczby losowe o rozktadzie zerojedynkowym z
parametrem p o roznych liczebnosciach.

Wyniki dla N = 100 préb losowych. Wynik dobry oznacza, ze p
nalezato do przedziatu.

n p |dobry wynik - model 1 |dobry wynik - model 4
5 0,1 32 99
3 0,5 86 99
10 0,1 67 99
10 0,5 88 98
30 0,1 86 99
30 0,5 96 96
50 0,1 92 97
50 0,5 95 96

Whniosek: model 4 (inaczej niz model 1) ma dobre wtasnosci nawet
przy matych probach 1 jest niewrazliwy na niskie wartosci p.
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Przedzial ufnosci dla parametru o rozkladu normalnego (n > 50).
Skorygowany przedziat nr 6.

e SN SV
V2n—3+u, ’ V2n—-3-u,

a
Gdzie Pu,)=1 3
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Przedzial ufnosci dla parametru A rozkladu Poissona (proba

liczna).
— X = |x
Ae X—ua\/g; X+ua\/:
n n

o
Gdzie Pu,)= 1—5
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Przedzial ufnosci dla parametru a rozkladu wykladniczego (proba
liczna).

aell a1,
X XJn' X X\f

a
Gdzie Pu,)=1 3
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5.4 Funkcje programu EXCEL przydatne do estymac;ji
przedziatowe);.
Przyktad
Wyznacz kwantyle rzedu 0,01; 0,05; 0,1; 0,9; 0,95; 0,99 dla
a) rozktadu N(0; 1),
b) rozktadu Studenta z 20 stopniami swobody,
c¢) rozktadu chi kwadrat z 10 stopniami swobody,
d) rozktadu F-Snedecora z (10, 20) stopniami swobody
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Ad. a)
ROZKL.NORMALNY.S.ODWR(0,01)
ROZKL.NORMALNY.S.ODWR(0,05) = -1,6449
1) =
9

(0,01) = -2,3263
(
ROZKt.NORMALNY.S.ODWR(0,1) = -1,2816
(
(

o O0OO0o

ROZKL.NORMALNY.S.ODWR(0,9) = 1,2816

ROZKL.NORMALNY.S.ODWR(0,95) = 1,6449
ROZKL.NORMALNY.S.ODWR(0,99) = 2,3263
Symetria wynikow wynika z symetrii rozktadu.
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Ad. b)

ROZKL.T.ODWR(0,01;20) = -2,52798
ROZKL.T.ODWR(0,05;20) = -1,72472
ROZKL.T.ODWR(0,1;20) = -1,32534
ROZKL.T.ODWR(0,9;20) = 1,32534
ROZKL.T.ODWR(0,95;20) = 1,72472
ROZKL.T.ODWR(0,99;20) = 2,52798

Symetria wynikow wynika z symetrii rozktadu. Zauwazmy, ze

juz dla 20 stopni swobody rozktad Studenta ma zblizony rozktad
do N(0; 1).

33



Ad. ¢)

ROZKt.CHI.ODWR(0,01;10) = 2,5582
ROZKL.CHI.ODWR(0,05;10) = 3,9403
ROZKt.CHI.ODWR(0,1;10) = 4,8652
ROZKt.CHI.ODWR(0,9;10) = 15,987
ROZKt.CHI.ODWR(0,95;10) = 18,307

ROZKE.CHI.ODWR(0,99;10) = 23,209

Zauwazmy, ze wszystkie wyznaczone kwantyle sg dodatnie
(gestosc rozktadu chi kwadrat jest dodatnia dla dodatnich
argumentow).

34



Ad. d)
ROZKt.F.ODWR(0,01;10;20) = 0,227
ROZKt.F.ODWR(0,05:10;20) = 0,3605
ROZKt.F.ODWR(0,1;10:20) = 0,4544
ROZKt.F.ODWR(0,9;10;20) = 1,9367
ROZKt.F.ODWR(0,95:10;20) = 2,3479

ROZKE.F.ODWR(0,99;10;20) = 3,3682

Zauwazmy, ze wszystkie wyznaczone kwantyle sg dodatnie
(gestosc rozktadu F-Snedecora jest dodatnia dla dodatnich
argumentow).
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Przyktad

Zmierzono dlugos¢ pewnego budynku, srednia z 10 pomiarow
wyniosta 171m. Zakladajac, ze pomiary te majg rozktad N(m, 0,5m),
oszacowac przedziatem ufnosci warto$¢ oczekiwang dlugosci tego
budynku.

Zastosujemy przedziat nr 1. Przyjmiemy standardowy poziom ufnosci
rowny 0,95.

Wyznaczymy u, korzystajac z funkcji
ROZKL.NORMALNY.S.ODWR(1-0,05/2) = 1,95996 = 1,96

1,96-0,5 .
Obliczamy btad bezwzgledny A = o 0,31 i wyznaczamy

przedzial ufnosci
<171-0,31; 171 + 0,31>=<170,69; 171,31>.
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Przyktad

Rozpatrzmy poprzedni przyktad nie znajac odchylenia standardowego

lecz wiedzgac, ze odchylenie standardowe z proby wynosi 0,5m.

Oszacowac przedzialem ufnosci wartos¢ oczekiwang dlugosci tego

budynku.

Zastosujemy przedziat nr 2. Przyjmiemy standardowy poziom ufnos$ci

rowny 0,95.

Obliczamy btad bezwzgledny A korzystajac z funkcji
UFNOSC.T(0,05;0,5;10) = 0,357678 = 0,36

1 wyznaczamy przedziat ufnosci

<171 -0,36; 171 + 0,36>=<170,64; 171,36>.

Zauwazmy, ze w tym przypadku oszacowanie jest nieco mniej

precyzyjne.
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Przyktad

Zmierzono dlugos¢ pewnego budynku, srednia ze 100 pomiarow
wyniosta 171m. a odchylenie standardowe z proby wynosi 0,5m,
rozktad dtugosci pomiaréw nie jest znany. Oszacowac przedzialem
ufnosci wartos¢ oczekiwang dtugosci tego budynku.

Zastosujemy przedziat nr 3. Przyjmiemy standardowy poziom ufnosci

rowny 0,95.

Obliczamy btad bezwzgledny A korzystajac z funkcji
UFNOSC.NORM(0,05;0,5;100) = 0,097998 = 0,1

1 wyznaczamy przedziat ufnosci

<171-0,1; 171 + 0,1>=<170,9; 171,1>.

Zauwazmy, ze w tym przypadku oszacowanie jest bardziej precyzyjne

niz w poprzednich przyktadach (mniejsze odchylenie standardowe

sredniej).
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Przyktad

Wykonano 9 pomiaréw dlugosci pewnej wielkosci 1 otrzymano
odchylenie standardowe z proby rowne Imm Zaktadajac, ze pomiary
te pochodzg z populacji o rozktadzie normalnym N(m, ), wyznaczy¢
przedzial ufnosci dla odchylenia standardowego mierzonej wielkosci.
Zastosujemy przedziat nr 5. Przyjmiemy standardowy poziom ufnosci
rowny 0,95.

Wyznaczymy u;, u, korzystajac z funkcji
ROZKt.CHI.ODWR.PS(0,975;8) = 2,1797
ROZKE.CHI.ODWR.PS(0,025;8) = 17,535

Oraz wyznaczamy przedzial ufnosci

oL | 9] =(0,72; 2,03)
17,5357 12,1797
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Przyktad

Na 30 strzatow oddanych z pewnego rodzaju broni cel zostat trafiony
10 razy. Znalez¢ przedziat ufnosci dla prawdopodobienstwa p trafienia
celu w jednym strzale na poziomie ufnosci 0,9.
Zastosujemy przedziat dla matych préb.
Wyznaczymy u;, u, korzystajac z funkcji
ROZKL.F.ODWR.P5(0,05;42;20) = 1,99
ROZKE.F.ODWR.PS(0,05;22;40) = 1,81
Oraz wyznaczamy przedzial ufnosci
< 10 ; 11-1,81 >=<0,19; 05)

10+21-1,99 20+11-1,81

L.Kowalski 08.11.2020
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