STATYSTYKA MATEMATYCZNA

WYKLAD 2

ESTYMACJA PUNKTOWA



Niech 0 - nieznany parametr rozktadu cechy X.
Wartos¢ parametru 0 bedziemy estymowac
(przyblizac¢) na podstawie n elementowej proby.

- wybieramy statystyke U, o rozkladzie zaleznym od 0

- obliczamy na podstawie proby jej wartos¢ u,
- przyjmujemy, ze O =u,

Statystyke U, nazywamy estymatorem parametru 0.



Klasyfikacja estymatorow.

Estymator U, jest:

zgodny jesli U,———0 wg prawdopodobienstwa
nieobciazony jesli E(U,) =46

asymptotycznie nieobcigzony jesli ImE(U,)=0
najefektywniejszy gdy jest nieobcigzony 1 ma
najmniejszg wariancje w klasie nieobcigzonych
estymatorow tego parametru,

asymptotycznie najefektywniejszy gdy jest
nieobcigzony lub asymptotycznie nieobcigzony
1jego wariancja dazy do wariancji estymatora
najefektywniejszego.



Przyklad

Niech X — N(m; o). Przyjmijmy, ze mamy
probe (X, X,, X3, Xy) Zakladamy, ze o= 1
jest znane , szukamy estymatora parametru m .

Rozpatrzmy kilka prostych estymatorow.
U =X +X,

U, = %(X1 +X,)

U, =X,

U, = %(X1 +X3)

U,=X,+U, - X,

1 4
U :—E X .
6 101-:1 i

Sprawdzimy wilasnosci tych estymatorow.



Policzmy wartosci oczekiwane tych

estymatorow (zbadamy czy sg nieobcigzone).
E(U,)=2m

E(U,)=m
E(U,)=m
2
E(U4):§m
E(Us)zm
E(U,)=m

Zatem estymatory U, 1 U, sg obcigzone, nalezy
je odrzucic.



Policzmy wariancje pozostatych estymatorow.
D*(U,)=0,5

D*(U,)=0,25

D*(Ug)=2,5

D*(U,)=0,3

Zatem estymator U; ma najmniejsza
wariancje.



Estymatory parametrow rozktadu N(m, o).

Parametr | Estymator Wilasnosci estymatora
m X, Zgodny. Nieobcigzony.
Najefektywniejszy.
S? Zgodny. Asymptot. nieobcigzony.
o’ Asymptot. najefektywniejszy.
S? Zgodny. Nieobcigzony.
Asymptot. najefektywniejszy.
S°?  |Zgodny. Nieobcigzony.
Najefektywniejszy.
G S S |Zgodne. Asymptot. nieobcigzone.

Asymptot. najefektywniejsze.




Estymatory innych parametrow.

Parametr Estymator | Wlasnosci estymatora
Wartos¢ )? Zgodny. Nieobcigzony.
oczekiwana n
(rozktad
dowolny)
A (rozktad X Zgodny. Nieobcigzony.
Poissona) " Najefektywniejszy.
p (rozktad g - liczba sukcesow | Zoodny. Nieobcigzony.
zero-jedynkowy) n Najefektywniejszy.
= Srednia czestosé
sukcesu
Wariancja S2 Zgodny.
(rozktad dowolny) " Asymptot. nieobcigzony.
S?2 Zgodny. Nieobciazony.

n




Uwaga
» W praktyce zgodnos$C estymatora sprawdza
si¢ na podstawie praw wielkich liczb lub
korzysta si¢ z faktu, ze estymator
nieobcigzony (asymptotycznie nieobcig-
zony), ktorego wariancja dazy do zera (tzn.
limD°U,

n—»0

=0 ) jest estymatorem zgodnym.

» W praktyce efektywnos¢ estymatora bada si¢
na podstawie nierOwnosci Rao-Cramera:



Dla (praktycznie kazdego) estymatora
nieobcigzonego U, prawdziwa jest nierOwnos¢

!
DU, >

J 2
HZ(MlnPi(‘g)j p;(0)

dla zmiennej losowej skokowe]

1

n | (—ln f(x,0 )jz £(x,0 )dx

dla zmiennej losowej ciagte;

DU, >
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Przy czym dla estymatora
najefektywniejszego zachodzi rownos¢ (jesl
istnieje estymator najefektywniejszy to prawe
strony powyzszych nierOwnosci sg rOwne jego
wariancji).

11



C. R. Rao (1920-), Harald Cramér (1893-1985),
statystyk matematyk, statystyk,
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C. R. Rao and Harald Cramér, 1978
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Przyklad

Niech X — N(m, o). Przyymiymy, ze
estymatorem parametru m jest X,.
Sprawdzimy wlasnosci tego estymatora.
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Rozwigzanie:
- 1 1 1 1
E(Xn)—E(;;Xij—;;E(Xi)—;;m—;nm—m

zatem jest to estymator nieobcigzony.
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1 2

2(% 21 1 ) 1 n ) 1 5 2 o
D?\X,)=D*| =3 X, |=— Y. D*(X;)=—5 Y0° =—nc* ="—
( n) [”iZl ! n2 =1 ! n2 =1 n2 n

2
: — . O
11mD2(Xn): lim —=0
n—»0 n—)oon

zatem jest to estymator zgodny.
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(x-m)’

1 B 2

f(x,m)= e ?2°
O~N2T

Wyznaczmy prawg stron¢ nierOwnosci
Rao-Cramera:
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1

o0

n_[o((jnln f(x,m)j f(x,m)dx

1 1 o’

n4 ]?(x—myf(x,m)dx n40_
o A (o2

zatem jest to estymator najefektywniejszy.
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Przyklad
Niech X — N(m, o).
Obliczymy E(Sf), E(Sz), E(s®).
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Rozwigzanie:

(2) o’nS’| o [nS
28 )= no) n \ot)

2 2 estymator obcigzon
S R wzony)
n n

ns ’
bo statystyka 52 ma rozklad chi kwadrat
zn — 1 stopniami swobody, oraz wartos¢

oczekiwana zmiennej losowej o rozkladzie chi
kwadrat jest rOwna liczbie stopni swobody.
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E(S,f):E(n’il S,fj - n’ilE(S

(estymator nieobcigzony)
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(estymator nieobcigzony)
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Whniosek

S,f jest estymatorem asymptotycznie
nieobciazonym parametru o© bowiem:

lim £(52) = lim 1 &

2
O =0
n—>0 n—o

S, jest estymatorem nieobcigzonym
parametru o.

S, jest estymatorem nieobcigzonym
parametru o.
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Przyklad
Niech X — N(m, o).
Obliczymy Dz(Sf), Dz(ﬁj), D*(s%)
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Rozwigzanie:

2 2 4 2 4
n

2
710'2 n O

2
ns,

bo statystyka 52 ma rozktad chi kwadrat

zn — 1 stopniami swobody, oraz wariancja
zmienne] losowej o rozkladzie chi kwadrat jest
rowna podwojonej liczbie stopni swobody.
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2
P& = D Lszjz " (s?)
n (n—l n (n—1)2 (n)

n 2n-1) , 20
2 ;. 0 =
(n — 1) n n—1
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Whniosek

Wariancje estymatorow S,, S, S, daza do
zera gdy n dgzy do nieskonczonosci. Zatem

5 5 jest estymatorem zgodnym parametru o

S, jest estymatorem zgodnym parametru o.
S02 . )
» jest estymatorem zgodnym parametru o°.
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X-N(m,1) = D2S? =
n ! " n—1
2 0,5 2
3 0,444444444 1
4 0,375 0,666666667
5 0,32 0,5
6 0,277777778 0,4
7 0,244897959 0,333333333
8 0,21875 0,285714286
9 0,197530864 0,25
10 0,18 0,222222222
11 0,165289256 0,2
12 0,152777778 0,181818182
13 0,142011834 0,166666667
14 0,132653061 0,153846154
15 0,124444444 0,142857143
16 0,1171875 0,133333333
17 0,110726644 0,125
18 0,104938272 0,117647059
19 0,099722992 0,111111111
20 0,095 0,105263158

P

1,5 4

0,5 +

10

15

20

215

Seriel

Serie2
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Wyznaczanie estymatorow metoda
momentow (K.Pearson)

Nieznane momenty teoretyczne cechy X
szacujemy przez momenty empiryczne tego
samego rzedu.

Estymatory uzyskane tag metodg sg zwykle
mato efektywne (zwtaszcza dla rozktadow
asymetrycznych).
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Momenty teoretyczne:

m, = E(X") — moment rzedu k zmiennej
losowej X (m; = EX).

my =E(X'Y") _ moment rzedu k, 1 zmienne;j
losowej (X, T).
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Momenty empiryczne:

I« v
M, =;in — moment rzedu k cechy X (M; = X,).

1 k /
M, = ;in 'Vi —moment rzedu £, 1
jednoczesnie badanych cech (X, Y).

Zatem przyjmujemy, ze:
my =M, oraz my =My

Parametry bedace funkcjami momentoéw
teoretycznych szacuje si¢ przez wartosci tych
funkcji obliczone dla momentow empirycznych.
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Przyklad

Dla rozktadu wyktadniczego z parametrem a
mamy wartos¢ oczekiwang rOwng

EX=m ] = l/a.

Poniewaz przyjmujemy m; =M, to 1/a = X,
zatem estymatorem parametru a jest %
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Przyklad
Dla rozktadu logarytmiczno-normalnego

LN(m; o)

1 —(Inx—m)?

e 2 dla x>0
J(x) =1 xXo2m
0 dla x<0

mamy wartoS¢ oczekiwang rowng

02

m+—

EX:WZ]:e

1 wariancje DX = e (602 —1).

Uwaga.
Jesli X ma rozktad LN(m, o) to zmienna
losowa Y = InX ma rozklad N(Inm, o).

34



Poniewaz przyjmujemy
m=M;=X i DX=§
to rozwigzujac uktad rownan

02
m+—

e 2 =X
e (eaz —1) =
otrzymamy

S 2
2:1 1 ppe— . — Y 2 _l 2
o n[ +(Xj ] ; m_ln(X ) 20'

zatem sg to szukane estymatory.
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Przyklad
Dla zmienne; losowe] dwuwymiarowe]
wspotczynnik korelacji mozemy wyrazi¢ za
pomocg momentow

Cov(X,Y) _ my, — - My,

DX -DY \/mzo_mlzo '\/moz_mgl

p:

zatem jego estymatorem moze byc¢:
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My 1—My My,

pEr 2 2
\/Mzo‘Mlo‘\/Moz‘Mm

1 1 1 1 ==
nle' Y _nle' 'nZy,- nle' Y -XY

2 2 Sxdy
\/leiz—(lel—j -\/IZy,-z—(IZy,-j
n n n n
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Estymatory uzyskane metodg momentow nie
Zawsze sg wyznaczone jednoznacznie.

Przyklad
Wyznaczymy metodg momentow estymator

parametru A rozkladu Poissona.
Mamy probe (X1, X2, X3, - Xn).

Skoro EX=1,t0 A= )?n

lecz D°X =4, stad 4~ S,

1 mamy dwa rézne estymatory tego samego
parametru.
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Wyznaczanie estymatorow metoda
najwiekszej wiarygodnosci (MNW)
(R.A.Fisher)

Dla uproszczenia rozpatrujemy przypadek gdy
nieznany jest tylko jeden parametr rozktadu.

» Wyznaczamy funkcje wiarygodnosci

L(O;x,,%,,...,x, ) = Hp(é’; X;)
i=1

dla zmiennej losowej skokowe;

L(0;x,,%,,...x,) = | | f6;x)
i=l1

dla zmiennej losowej cigglej
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v Wyznaczamy logarytm funkcji wiarygodnosci,

[(0)=100;x,,%,,....,x,)=InL(O;x,,%,,...,x,)

» wyznaczamy € dla ktorego funkcja /(¢) ma
maksimum (w tym celu obliczamy pochodng
funkcji /(¢), wyznaczamy miejsce zerowe
pochodnej 1 sprawdzamy czy w tym punkcie
pierwsza pochodna odpowiednio zmienia
znak lub druga pochodna jest ujemna),

» Przyymujemy, ze wyznaczony w ten sposob
wzOr na @ jest poszukiwanym estymatorem.

Uwaga

1) Posta¢ funkcji wiarygodnosci wynika z
wielowymiarowego rozktadu proby
(gestos¢/funkcja prawdopodobienstwa jest
1loczynem gestosci/f.p brzegowych).

2) Logarytmowanie funkcji wiarygodnosci
wynika z potrzeb praktycznych.

3) Jesli rozpatrujemy przypadek gdy
nieznanych jest wiele parametrow rozktadu to
postepujemy podobnie stosujac rachunek
rozniczkowy funkcji wielu zmiennych.
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Uwaga

Estymatory uzyskane ta metodg sg zwykle co
najmniej zgodne, asymptotycznie nieobcig-
zone 1 asymptotycznie najefektywniejsze.
Warto tez wiedzie¢, ze estymatory uzyskane tg
metodg majg asymptotyczny rozkltad normalny

Uwaga

Niech g bedzie funkcja rzeczywistg roznowartosciowa.
Jesli u, jest estymatorem NW parametru 6 to
estymatorem N'W parametru g( &) jest g(u,).
Wilasnos¢ ta jest prawdziwa rowniez dla
przypadku wielu parametrow.
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Przyklad
Wyznaczymy MNW estymator parametru ¢
rozktadu jednostajnego w [0; €], 6> 0.

Mamy probe (X, Xs, X3, ...., Xy).

Wtedy
L(@):% dla0<x, <60
[(6)=—In6

1'0)=-n/0<0
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; o 02 maxx,
Zauwazmy, z€ izl,Z,..n{ %

zatem L(6) ma najwicksza warto$¢ dla
0= ig%g?;{xf} 1 jest to szukany estymator NW.
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Estymatory uzyskane MNW nie zawsze s3
wyznaczone jednoznacznie.

Przyklad

Wyznaczymy MNW estymator parametru ¢
rozktadu jednostajnego w [0 6 + 2].
Mamy probe (X, X,, Xj, ...., X,).

Wtedy

L(@):z—ln dla 0<x <0+2

jest funkcjg statg wzgledem parametru.
zatem kazda wartos¢

0 e [max {xi}— 2; min {xl. }}

i=1,2,.n i=1,2,.n

moze by¢ szukanym estymatorem NW.
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Przyklad
Wyznaczymy MNW estymator parametru A

rozktadu Poissona.
Mamy préb¢ (Xla X29 X39 seney Xn)
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Wtedy
ﬂxl B ﬂ/x” B ﬂxl +.1+X, B
et —et = e "

x,! x| xl.x !
I(A)=InL(A)=(x,+..+x, )InA—nl—In(x,!..x,!)
I'(A)=(x,+.+x,)/ A—n

L(A) =

46



Wyznaczamy punkt krytyczny
'A)=0 & (x+.+x,)/A-n=0 <

o A=(x,+.+x,)/n=x,
sprawdzamy istnienie maksimum

I"(A)=—(x, +.+x,)/ A <0

Zatem estymatorem parametru A jest Srednia z
proby.
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Przyklad
Dla rozktadu logarytmiczno-normalnego

LN(m, o) wyznaczymy estymatory
parametrow m; o.

1 —(Inx—m)?

2072
f(x)=<xg\/ﬂe dla x>0
0 dla x<0
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1 —(Inx, —m)2 1 —(Inx, —m)2

e 207
X o2

[((m,c)=InL(m,o0) =

= —Z Inx, — n(ln o+ 1 ln(Zﬂ)j —

i=1 2 2
rozniczkujac wzgledem m i1 o otrzymamy
c’=S, { m=InX

zatem otrzymane estymatory sg inne niz w
przypadku metody momentow.

: i(ln x, —m)’

2
O i=l
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Przyklad zastosowania estymacji

Chcemy w dyskretny sposdb (obawa karalnosci)
oceni¢ odsetek k 0sob dajgcych tapowki.

Mozna to zrobi¢ nast¢pujaco.

Pytana osoba rzuca monetg 1 wynik rzutu
zachowuje do swojej wiadomosci.

Przygotowujemy duza liczbe kart na potowie ktorych
jest pytanie: "czy wypadl orzet?" a na drugiej potowie
kart jest pytanie "czy dajesz tapowki?". Karty losujemy.
Pytany losuje karte 1 odpowiada TAK (T) lub NIE na
wylosowane pytanie.

Rozpatrywane doswiadczenie ma rozktad
zerojedynkowy z nieznanym parametrem p.

Niech K1 wylosowanie karty z pytaniem nr 1.
Niech K2 wylosowanie karty z pytaniem nr 2.
Wtedy

p=P(T)=P(K1) P(T|K1) + P(K2) P(T|K2) =
=0,5°0,5 + 0,5k

Estymatorem dla p jest srednia w.

Stad estymatorem k jest k = 2w - 0,5.
L.Kowalski 11.10.2015
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