STATYSTYKA MATEMATYCZNA

WYKLAD 1

Wiadomosci wstepne



Statystyka to dyscyplina naukowa, ktorej
zadaniem jest wykrywanie, analiza 1 opis
prawidtowosci wystepujacych w procesach
masowych.



Populacja to zbiorowos¢ podlegajaca
badaniu statystycznemu.

Aby populacje okresli¢ jednoznacznie
charakteryzujemy ja pod wzgledem:
—IZECZOWym

—Czasowym

—przestrzennym (terytorialnym).



Cecha to wlasciwos¢ elementow populacyi
ze wzgledu na ktorg prowadzimy badanie
statystyczne.

Warianty to wartosci cechy (cecha
powinna mie¢ przynajmniej dwa warianty).



Przyklad

Populacja:

Studenci II semestru Wydziatu Elektroniki
WAT, wg stanu na 1.03.2015.

Cechy:
e plec,
® WZIrost,
e kolor oczu,

e ocena na egzaminie z matematyki po
I semestrze,

e ulubiony tygodnik,

e wysokos$¢ miesigcznych dochodow,

® czas poswigecony na nauke w tygodniu
poprzedzajgcym ostatnig sesj¢ egzaminacyjna.



Przyklad

Populacja:

Samochody osobowe zarejestrowane
w Warszawie, wg stanu na 1.09.2015.

Cechy:
e kolor karoserti,
e przebieg,
e srednie zuzycie paliwa na 100 km,
e marka,
e czas osiggania predkosci 100 km/godz.



Uproszczona klasyfikacja cech:

Cecha

Mierzalna
(iloéciowa) Niemierzaln

(Jakoéciowa

Ciggla Skokowa



Badanie statystyczne moze byc:
—pelne (obejmuje catg populacje),
—czesciowe (obejmuje czes¢ populacji — probe).



Proba powinna by¢ reprezentatywna tzn. rozklad
wariantOw badanej cechy w probie powinien by¢
zblizony do rozktadu w calej populac;ji.
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George Gallup 1901-1984

Pionier w dziedzinie badania opinii publiczne;.
Rozwinat technike¢ doboru grupy reprezentatywne;
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Rok 1936 - wybory prezydenckie w USA.
Franklin Delano Roosvelt - Partia Demokratyczna,
Alf Landon - Partia Republikanska.

"Literary Digest" 10 mln ankiet (zwrot ok. 2mln),
- nieprawidlowa prognoza.

Gallup 4000 ankiet (w 1935 zalozyl pierwszy na
Swiecie instytut badania opinii publicznej) -
prawidlowa prognoza.

Wyniki:
Roosvelt - 60,8%,
Landon - 36,5%.
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Uwaga
Badania pelne nie zawsze sg mozliwe lub celowe
(badania niszczgce, duza proba, wysokie koszty).
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07/24/2010

,,Humor Polski” — lata 80-te
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Liczebnos¢ proby.
Dla reprezentatywnej proby dorostej liczebnosci
Polski zwykle 1000 — 1300 osob.

Jerzy Splawa-Neyman (1894 - 1981)
polski 1 amerykanski matematyk 1 statystyk.

Wprowadzit pojecie przedziatu ufnosci.
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ROZKYI.ADY PODSTAWOWYCH STATYSTYK
X — zmienna losowa — odpowiednik badanej cechy,

(X}, X, ..., X,) — proba losowa (zmienna losowa n
wymiarowa,

X;— niezalezne zmienne losowe o takim samym
rozkladzie jak X (takg prob¢ nazywamy proba prosta).

Jesli x; jest wartoscig zmienne) X; (i =1, 2, ..., n) to ciag

(x;, x5, ..., X,) nazywamy realizacja proby (sa to dane
statystyczne).
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Statystyka to praktycznie dowolna funkcja od proby
Y= g(X], XZ’ ceny Xn)

Statystyka przeksztatca informacj¢ zawartg w probie
czynigc prostszym wnioskowanie o rozktadzie cechy

w populaciji.
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Statystyka jako funkcja od zmiennej losowej jest tez
zmienng losowa 1 mozemy mowic o jej rozkladzie.

Statystyka ma rozktad dokladny, jesli jest spetniony dla
kazdego n.

Statystyka ma rozklad asymptotyczny, jesli jest
spelniony, gdy n dazy do nieskonczonosci.
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Statystyki podstawowe:

_ 1
X=X =—>'X S :
" ZZ_; i srednia z proby

Gdy X; maja rozktad zerojedynkowy (1 — sukces, 0 — porazka)
to srednig mozemy zapisa¢ w postaci
Y
W=-"1
n

gdzie Y, jest liczbg sukcesow w probie

Ten szczegdlny przypadek sredniej nazywamy srednig
czestoscig sukcesu.
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n
7 7 1 - \2
s?=852=-Y(x,-X,)
n i
wariancja z proby

odchylenie standardowe z proby

oy, 5
X

n

Wspodlczynnik zmiennosci (dla cech o wariantach dodatnich)
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n

o a2 | T ¥
S* =8 —n_I;(Xi X, )

wariancja z proby — nieobciazona

S =50 =%f(xi —m)’
i=l1

wariancja z proby dla dane;
wartosci oczekiwanej m.

20



zatem dla duzych n n n
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Momenty zwykle,
M, =%2Xf — moment rzedu k cechy X (M, = X,).

M, = %ZX/‘ Y/ —moment rzedu k, [ jednoczesnie
badanych cech (X, Y).
Momenty centralne,

i, :%Z(Xi -xf —moment rzedu k cechy X .

ir,=13(x, -X)(x, -7 — moment rzedu k, / jednocze$nie

badanych cech (X, ).
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Rozklady niektorych statystyk (n>1):
Jesli cecha X ma rozktad N(m, o), to:

o}

a) statystyka X, ma rozktad v (m ﬁj :

X, —m lin—l

b) statystyka S ma rozktad Studenta

zn - 1 stopniami swobody,
ns)’

c) statystyka 52 ma rozktad chi kwadrat

zn stopniami swobody,

ns ’
d) statystyka 2 ma rozktad chi kwadrat
zn - 1 stopniami swobody,

d') statystyki X,i8, sg zmiennymi losowymi
niezaleznymi (zachodzi tez wlasnos¢ odwrotna),

23



Jesli cecha X ma rozktad N(m; o) a cecha Y ma
rozkltad N(m, o3), (proby niezalezne odpowiednio n;
1 n, elementowe) to:

e) statystyka X m Ynz ma rozktad N [ml —m,, G—1+2J :

n, n,

gdy X ma rozktad N(m, o), Y ma rozklad N(m, o), to

X, -1, nn,(n +n,—2)
e’) statystyka \/ nS? +n,S> n, +n,

ma rozktad Studenta z n; + n,- 2 stopniami
swobody,

S2(X)

ny

2
O,

f) statystyka S. (¥) ma rozktad Snedecora £ 1,1,

2
o,
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— 1 &
Ad. a) Zmienna losowa X, = 2. X jako suma
i=l1

niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach
normalnych pomnozona przez statg ma rozktad
normalny.

Obliczymy jej parametry korzystajac z wlasnosci
wartosci oczekiwanej 1 wariancji.

E()?n)zE(%iXij:%iE(Xi)ziim =%-n'm =m
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Ad. b) wykorzystamy a), d), d"),
B X, —m 7

. . M 1__ O
Poniewaz — ¢ " ! ns’
o’(n-1)
licznik ma rozktad N(O, 1)

2
ns,

o> marozktad chi kwadrat zn - 1 stopniami

swobody,
Statystyki te sg niezalezne.

X,-m —
Zatem (z definicji) statystyka — ¢ V” ~1 ma

rozktad Studenta z n - 1 stopniami swobody,
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Ad. a), d, d"
Niech (Y}, Y5, ..., Y,) — proba losowa dla cechy o
rozktadzie N(O, 1).

Niech Y:%ZZIK i K:;(K—Y)z

Aby wykazac¢ a), d, d') wystarczy pokazac, ze te
statystyki sg niezalezne 1 maja rozktady:

_ |
Y ma rozktad N (Oﬁ]

K ma rozktad chi kwadrat zn - 1 stopniami
swobody
bo X ma rozktad taki jak oY + u

ns ’
a K ma rozklad e

e
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1. Okreslamy zmienne losowe
Z, :ZCkiYi , k=1,..,n
i=1

za pomocg ortonormalnej macierzy C = [cy].

: : 1
Pierwszy wiersz ma jednakowe elementy rowne Tn

(taka macierz zawsze istnieje).

Zmienne Z, majg rozktad normalny.

2. my = E(Zk) = 0,

cov(Zy, Z;) = 0 dla k # j (z niezaleznosci ¥, ¥, ..., Y,
1 ortogonalnosci C)

Zatem Z;, Z,, ...,Z, sa niezalezne (funkcje mierzalne
niezaleznych zmiennych losowych sg niezalezne) o

rozktadzie N(O, 1).

3. Skoro Zi=2.a¥, =7 DYt Y :—/—; , zatem Y ma
i=1 i=1

1
rozktad v (Oﬁj

4. Liniowe przeksztalcenie ortonormalne zachowuje

norme zatem ZZ ZY

Zatem _ZY -7 = ZZ T _ZZ

n

co oznacza z definicji rozkiadu Chl kwadrat, ze K
ma rozktad chi kwadrat z n - 1 stopniami swobody.

5. Y iK jako funkcje mierzalne niezaleznych
zmiennych losowych sg niezalezne.
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Ad. €) Zmienna losowa X, —Y, jako roznica

niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach
normalnych (punkt a)) ma rozktad normalny.
Obliczymy jej parametry korzystajac z wlasnosci
wartosci oczekiwanej 1 wariancji.

X i)

n, ma rozkltad N

Ynz ma rozktad N m”jn%}’

DX, -Y, )=D*(X, )+ D(7, )= "L+ 22
n,.n,

2 2

(_”1 __ )_ O-l +O_2
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Ad. f) korzystajac z d) mamy

n
2 @ st
ol ol _nl—l. ol _nl—l'"‘_]
SAV"Zz(Y)_nZSf(Y)_ 1 .nzS;i(Y)_ 1 -
o) ”2—122 n,-1 o, ny—1 =
0,
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Uwaga.

1) Ciag srednich z proby jest zbiezny (wg
prawdopodobienstwa) do wartosci oczekiwane]
m rozpatrywanej cechy

(zaktadamy, ze EX = m istnieje),

2) Ciag wariancji z proby jest zbiezny (wg
prawdopodobienstwa) do wariancji °
rozpatrywanej cechy
(zakladamy, ze D*X = 6 > 0 istnieje),

3) Gdy spelnione sg zatozenia punktu 1) 1 2) to
srednia ma dla duzych n w przyblizeniu rozktad

N(m%j (rozktad asymptotyczny)

Y,
W szczegdlnosci $rednia czesto$é sukcesu V' =—"-

n
ma rozktad asymptotyczny » [Pa\/%_p)}

gdzie p — prawdopodobienstwo sukcesu.
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Uogolnienie

Jesli cecha X ma momenty odpowiednio wysokiego
rzedu to momenty te majg rozktady asymptotyczne
normalne.

Moment My ma asymptotyczny rozktad

2

m, —m

2k k
n

Moment #, ma asymptotyczny rozktad

—2ku, ., — 2 4k 2
N(ﬂk’\/ﬂZk Hi llleln Hy Ilellel]
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Przyklad

Dochod miesieczny (z1) w pewnej populacji osob ma
rozktad normalny N(1600; 300).

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze sredni miesieczny
dochdd 25 oso6b z tej populacji wynosi mniej niz

1500 z1?

b) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze miesigczny
dochod 0sob z tej populacji wynosi mniej niz 1500 zt?

Rozwigzanie
» X2 — $redni miesieczny dochdd 25 osob,

X, — N(1600, ﬁj = N(1600,60)

J25

X,5 1600 _ 15001600
60

= D(-1,67) =1-D(L,67) =1-0,95254 = 0,04745

P(X,, <1500) = P( j = P(Y <-1,67)=
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nX - wysokos¢ miesigcznego dochodu,
X - N(1600,300)

P(X <1500) = P(X—1600 § 1500—1600)

300 300
= ®(-0,33) =1 - ®(0,33) = 10,6293 = 0,3707
rozktad

rozktad
/ sredniej
cechy

«—

= P(Y <-0,33)=

1500 1600

Whiosek
Rozklad sredniej charakteryzuje si¢ mniejszym
odchyleniem standardowym niz rozktad badanej cechy.
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Przyklad

Bledy pomiarow wykonywanych dalmierzem majg
rozktad normalny o odchyleniu standardowym 0,1 m.
Dokonano 15 pomiarow odlegtosci tym dalmierzem.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze odchylenie standar-
dowe z tych pomiarow bedzie wigksze niz 0,07 m?
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Rozwigzanie

158 °
Statystyka: ~,>~ ma rozktad chi kwadrat z

15 — 1 = 14 stopniami swobody
Zatem

158 ? .
P(S >0,07) = P(S* >0,0049) = P L 15000491
0,1 0,1

= P(Y,, >7,35)~ 0,91
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Przyklad

X, Y dochody (setki zt) pracownikéw w firmach 4 1 B.
Zakladamy, ze X — N(23.,4), Y — N(25, 3). Oblicz
prawdopodobienstwo, ze sredni dochod 64
wylosowanych pracownikow firmy 4 jest wigkszy niz
sredni dochod 36 wylosowanych pracownikéw firmy B.
Rozwigzanie

. B 42 32
Statystyka: X — Y3 ma rozklad N{B "2\ %} :

zatem

7 -(23-25)  -(23-25) | _

P()?ezt >Y36):P()?64_Y36 >0)="P X64
64" 36 64" 36

=1-P(Y <2,86)=1-D(2,86) = 10,9979 = 0,002

Zatem szansa, ze sredni dochdd 64 wylosowanych

pracownikow firmy A jest wigekszy niz sredni dochod

36 wylosowanych pracownikow firmy B jest znikomo
mala.

L.Kowalski 28.09.2017
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