RACHUNEK
PRAWDOPODOBIENSTWA

WYKLAD 8.

ZBIE ZNOSC CIAGU ZMIENNYCH
LOSOWYCH.

TWIERDZENIA GRANICZNE



Zbieznos¢ ciagu zmiennych losowych z
prawdopodobienstwem 1 (prawie napewno)
Ciag zmiennych losowychX) jest zbieny do

zmiennej losowej X z prawdopodobhswem
1 jesli

P({w: LI[TOIO X () = X(a))}) =1



Sredniokwadratowa zbieznosé ciagu
zmiennych losowych

Ciag zmiennych losowych X jest
sredniokwadratowo zb#y do zmiennegj
losowe) X j&sli

jim E(x, - x[*)=0

Rozpatrujc ten rodzaj zbienosci zaktadamy,
ze dla wysgpujacych tu zmiennych losowych
(X,), X istnieje skdaczony moment rdu 2.

Niekiedy stosuje sizapis!-I-m- X, = X
(skrot od ,limit in mean”).



Stochastyczna zbigznos¢ ciagu zmiennych losowych
Ciag zmiennych losowychX,) jest
stochastycznie (wg prawdopodoiiséva)
zbiezny do zmiennej losowej X §&

[ 1imP(X, - X|<g)=1

lub rownowanie

 limP(X, - X|2&)=0




Zbieznos¢ ciagu zmiennych losowych wg
dystrybuant (wg rozktadu)

Ciag zmiennych losowychX) jest zbieny do
zmiennej losowe] X wg dystrybuantsjeciag
ich dystrybuant F jest zbieny do
dystrybuanty F w kadym punkcie jej ¢jgtosci
(F jest dystrybuagtzmiennej losowej X).



ZBIE ZNOSC Z
PRAWDOPODOBIENSTWEM 1

ZBIE ZNOSC
SREDNIOKWADRATOWA

% ZBIE ZNOSC STOCHASTYCZNA @

< zbieznosé¢ do statej
(tzn. gdy granica ma rozkiad jednopunktowy)

ZBIE ZNOSC WG
DYSTRYBUANT




Przyktad.

Rozpatrzmy eaig zmiennych losowych
skokowych okrélonych na przedziale [0, 1)
W nastpujacy sposob

k.k+1)
n n

1 qgdy wD[—,—

X, () =+
kn( ) kk+1

0O gdy a)D[O,l)—[ﬁ, nj

P(Xy=D==.  P(X, =0)=1-1

n: n
Ciag Xo1, Xoz, X12, Xoz, X13, Xo3, ... jest
zbiezny stochastycznie do zera bo

O limP(X,[2€)=lmZ=0

O<e<l nooo n-o N
Natomiast ag ten nie jest zbigy wzadnym
punkcie przedziale [0, 1) bowiem dlazkizgo
ustalonego punktu otrzymujemy rozimng
ciag zer | jedynek (zera I jedynki wygtuja na
dowolnie dalekich miejscach).




Przyktad.

Ciag zmiennych losowych Xciagtych o

rozktadach jednostajnych na przedziatach (0, 1/n)
jest zbieny do rozktadu jednopunktowego X

(P(X =0)=1) wg dystrybuant.



Centralne twierdzenie graniczne

Lindeberga — Levy'ego

J&li  niezalene zmienne  losowe X
(i =1, 2, ...,n) map taki sam rozktad oraz
istnieje E(X,) = mi DX, = & > 0 to cig
dystrybuant E,) standaryzowanychrednich
arytmetycznych X, (lub standaryzowanych

sum ;Xi)

y :Xn_mzéxn—mn

agln oJn

jest zbieny do dystrybuanty rozktadu N(O, 1).




Aby si¢c przekonad, ze suma niezaimych
zmiennych losowych o takim samym
rozktadzie mae dyzy¢ do rozktaduN(O, 1)
porownajmy rozktadN(O, 1) i standaryzowane
rozktady X, (X +Y)/2, X+ Y + Z2)/3, gdzieX,

Y, Z niezalene zmienne losowe o rozktadzie
jednostajnym w przedziale [- 0,5; 0,5].
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gestosc¢

— — — N(0,1)
(X+Y+2)I3
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Whniosek
Dla duzychn (w praktycen = 30)

> X, —nm
pl a< = <b | O®(b) - d(a)

g/n
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W przypadku szczegolnym gd§

(i=1, 2,...n) maja rozktad zerojedynkowy to
powyzsze twierdzenie nazywamy
twierdzeniem Moivre'a-Laplace'a

(zmienne losowe" = Zl: X maija rozklad
dwumianowy).
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Whniosek ztwierdzenia Moivre'a-Laplace'a:

P[as YiZhp bj d(b) - d(a)

vNPY

Uwaga Powysze twierdzenia wskazuna
wazna role rozktadu normalnego.
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Przyktad

Wadliwaoéé partii zarowek wynosi 0,01. Z tej
partii zarowek wylosowano 62zarowek.
Obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze wsrod
wylosowanychzarowek lgdzie

a) mniej nz 10 wadliwych,

b) najwyze] 10 wadliwych.
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Rozwigzanie.

Y, —liczba wadliwychzaréwek wrod
wylosowanych,

Ad a)
P(Y <10 =

¥ -625001 _ 10-625001 |
/629001099 /625001099

O (159 =093448
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Ad b)

RY <10=RY <10+RY =10 =R <1]}=
Y -625001 _ 11625001 1191209718
\/62511)1])99 /625001099
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Prawo wielkich liczb Chinczyna

(X)) — ciag niezalenych zmiennych losowych
o takim samym rozktadzie oraz niech istnieje
E(X,) =M.

_1S
Witedy chg Yo = E.le X jest zbieny
stochastycznie don.
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Whniosek
Dla dwychn jesli istnieje DF(X,) = &> 0 to

gf}

0 P(yv, - rd<5)D2¢( J

>0
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Przypadek szczegolnyprawo wielkich liczb

Bernoulliego:

(X)) — ciag niezalenych zmiennych losowych
xn

0 rozktadzie dwumianowym wtedyag ~,

jest stochastycznie zlaey dop.
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Whniosek

Dla duzychn:
X /N
1 P ”—p<£jD2d>——1
>0 ( N [ /pq}
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Przyktad

Wadliwos¢ partii zarowek wynosi 0,1. Z tej
partii zarowek losujemy n zarowek. lle
zarowek naley wylosowa aby
prawdopodobigstwo, ze S$rednia liczba
wadliwych zaréwek ré@nita sk co do wartéci
bezwzgédne) od wadliwéci partii 0 mniej nk
0,025 byto co najmniej rowne 0,95.
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Rozwigzanie

Yy —liczba wadliwychzaréwek wrod
wylosowanych

Y 0,025/n
Pl |-~ - 01 < 0025| 02| = -1> 095
( n J‘ j [\/o,m),g] ’
stad

q)[ 0,025/n

> 0,975
J 0,1[0,9j
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Przyblizenia lokalne.
Przyblizenie lokalne Poissona

dla dwych n (praktycznien = 30) | matychp
(praktyczniep < 0,2) mamy

n kK n—k Ak -A -
~—@e dzie A =n
[k] P q % g Lp
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Przyblizenie lokalne Moivre’a-Laplace’a

dla dwychn mamy

(njpkqn—k: 1 f[k—np]
k Jnpg  { 4/npg

Gdzief- gestas¢ rozktadu N(O, 1).
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Ocere odchylenia wartsci zmiennej losowej
od jej wartdci oczekiwanej dajaierownos¢
Czebyszewa

X — zmienna losowa oraz istniejeXt(=m

i D(X) = &°> 0 wtedy

u PQX—Mza)sij

>0 E
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Z nierowndgcia Czebyszewa zwrane § inne
nierdwnaci np.
1) nierownos¢ Markowa

Y
0 O WMZAsHM

>0 p=>0 gp
2) nieroéwnos¢ Czebyszewa Il
N szdsEﬁ

>0 E
3) nierownosé Czebyszewa Il (wyktadnicza)
Ee™
jegli Ee™ <0 O P(Xzg)< e

4)nierownosé Bernsteina
jesli S, — liczba sukcesoéw w n probach Bernoulliego z
prawdopodobigstwem sukcesu p to

| P(S“ -p= gj <267

n
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