RACHUNEK
PRAWDOPODOBIENSTWA

WYKLAD 7.

ZMIENNA LOSOWA
DWUWYMIAROWA
(WIELOWYMIAROWA)



Jasli X 1=1, 2, ...n 53 zmiennymi losowymi
w ustalone] przestrzeni probabilistyczne]
(@.s,m tochg X = Xy, X, ..., %) hazywamy
zmienng losowa n-wymiarowa (wektorem
losowym).



Zauwamy, ze w tym przypadku kalemu
zdarzeniu elementarnemu  przypmtko-
wujemy cig n liczb rzeczywistych.

X:Q - R" (funkcja borelowska)



W szczegolnfci gdy n = 2 mamy
dwuwymiarowa zmienng losowa (X, V).

Zmienne losowe wielowymiarowe s do
modelowania takich dwiadczé losowych,
ktorych wyniki opisuje s ukfadem wielu
liczb rzeczywistych np. losowo wybranego
cztowieka mademy m.in. scharakteryzowa
trzema liczbami: wzrostem, wagwiekiem.



Zmienna losowa2-wymiarowa.
Pyv):B(R?) - [0, 1]

- rozktad prawdopodobienstwa zmiennej
losowej (X,Y).
Ren(® =P((X.¥)*(8)  0ADB(R?)



Rozklady prawdopodohbistwa zmiennych
losowych X, Y nazywamy rozktadami
brzegowymi.

Rozklad  prawdopodobistwa  zmiennej
losowe] (X, Y) nazywamy rozkiadem
tacznym.



Dystrybuanta
F(x, y)=P(X <x Y<y)



Wiasngaci dystrybuanty zmiennej losowej

(X,Y).

a) F jest niemalejca wzgedem kadego
argumentu,

by X (Iim F(x,y) :o); Oy (im F(x,y) =0)

y - oo

[IX'TO F(X,Y) =1j

c) F jestlewostronnie ggta wzgkdem
kazdego argumentu,

(X <X, Oy, £ Y,;

d) F(X21y2)_F(X1’y2)_F(X2’y1)+ F(nyl):
=P( S X <Xy, =Y <y,)20



J&sli F(X, y) jest dystrybuaatzmiennej
losowej (X,Y) to funkcje

Fy (X) :!/ITO F(X,Yy) = F(X,);
R (y) =lim F (X, y) = F(e,y)

sa dystrybuantami odpowiednich rozktadow
brzegowych.



Zmienne losowe X,Y $sniezalezne gdy dla
dowolnych zbiorow borelowskich A, B na
prostej] mamy

P(X OAYOB)=P(X OAP(YOB)
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Zmienne losowe X,Y & niezalezne wtedy |
tylko wtedy, gdy dla dowolnych Xx, vy
rzeczywistych

F(X, y) = (X)Fv(y)
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Dwuwymiarowa zmienna losowaX{ Y) ma
rozktad skokowy jesli zmienne losoweX | Y
majg skaczony lub przeliczalny zbior
wartasci.

Rozklad zmiennej losowej X( Y) (taczny
rozktad zmiennychX i Y) okrela sk za
pomoa funkcji prawdopodobigstwa lub
dystrybuanty.
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Funkcja prawdopodobienstwa skokowej
zmiennej losowe) X, Y) przyjmupcej wartgci

(x;, ) jest
P =P(X=X,Y=Yy) I,]=1,2, ..
przy czymp; = 0 orazZ; P =1
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Dystrybuanta F(x, y) skokowe] zmienne]
losowe] (X, Y) jest funkcja rzeczywista

F(Xy) :Zz B;

X<XYj<y
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Funkcje prawdopodobiaenstwa skokowe]
zmiennej losowejX, Y) przyjmupcej wartgci
(X, ¥) mozna zapisaw postaci tablicy:

Y
X\ Vi | Vo | .o Vi | p.

X1 | P11 | P12 | oeenees Pu | P1.
X2 | P21 | P22 | -.enees P21 | Po.
Xe | Pxa | Px2 | -eesees P | Px

P. | P1 | P2 | et P: 1
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gdzie

X1, X2, ., X« — Wart@gci zmiennej losowex,

Vi, Y2, ., Y — wartgci zmiennej losowey,
p;— sumy prawdopodohistw w kolumnach,
pJ :Z Py

pi.— sumy prawdopodohistw w wierszach,
P =20
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Uwaga ZJ: P =1
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Rozkladem brzegowymzmienne] losoweX
nazywamy rozktad ok&eony funkcp
prawdopodobigstwa:

X; X1 | X | ... %

. | P | P | ... | R
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Rozktadem brzegowym zmiennej losowej
nazywamy rozktad ok&ony funkcp
prawdopodobigstwa:

Yi Yi | Yo | e Y

oF P Po | ...... o
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Jesli zmienna losowalX, Y) jest skokowa to
zmienne losow&X i Y sa niezalezne gdydla
kazdej pary (X, ¥;) (1,] =1, 2, ...) spemiony
jest warunek:

PX=x,Y=Y) =PX=x)P(Y =y)
Warunek ten mana rownie zapisg w postaci

Pi = Pi. P
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Przyktad.

Rzucamy dwa razy kostk

X - liczba parzystych oczek w pierwszym
rzucie, tzn. X =0 lub X = 1.

Y - liczba jedynek w obu rzutach, tzn. Y =0
lubY =1,lubY = 2.

Funkcja rozktadu prawdopodolistwa tej
zmiennej losowe] dana jest tabglk

Y
X

0 | 10/36| 7/36|1/36| 18/36
1 | 15/36| 3/36| O | 18/36
p; | 25/36|10/36 1/36] 1
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Rozklady brzegowe wyznaczonemzez
brzegowe warti te) tabell.
Rozktad brzegowymiennej losoweX :

Xi 0 1

o. | 18/36/18/36.
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Rozktad brzegowy zmienne] losowéj

P | 25/36/10/36| 1/36
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Przyktad.
Funkcje rozktadu prawdopodoliswa dane
tabelkami:

N
X pi .
O | 1/8| O | 3/8| 4/8
1 1/4 | 1/4 0 4/8
0. | 3/8| 14| 318] 1
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O | 3/8] 0| 1/8] 4/8

1 0 | 1/4| 1/4| 4/8

0. | 3/8| 14| 318] 1

majg identyczne rozktady brzegowe.
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Whniosek.

Na ogot rozklady brzegowe nie wyznaciaj
rozktadu §cznego jednoznacznie.

W przypadku zmiennych losowych
niezalenych rozktady brzegowe wyznaczaj
rozktad hczny jednoznacznie.
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(X, Y) nazywamyzmienng losowg ciagta jesli
je] dystrybuanta da sprzedstawd w postaci

F(x, y)= JX'Jy-f(s, t)dsdt

dla pewnej nieujemnej funkcji f zwanej
gestoscia.
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Uwaga.

1 J]To wdxdy=1 £y )20

—00—00

2.W punktach agtosci funkcji f zachodzi:

0°F (X, Y)
—= = f (X,
ox0y (X, Y)

3. Dla AOB(R®) mamy
R (A) = [| (x y)dxdy
) .
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Majac gestas¢ rozktadu §cznego gstasci
rozktadow brzegowych wyznaczamy
nastpujaco

Jesli f(X, y) jest ggstascia zmiennej losowe]
(X,Y) to funkcje

00 = [ ooy, £ (y) = [ f(xy)dx

Sa gestasciami odpowiednich rozktadow
brzegowych.
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Jesli taczny rozktad X, Y) jest cagly, to
zmienne losoweX,Y sa niezalezne wtedy

| tylko wtedy, gdy dla dowolnychx, vy
rzeczywistych

f(x, y) = tx(X)f(y)
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Przykiad.

Funkcja f(Xx,y) jeste¢ptacia zmiennej
losowej (X,Y).
f(x,y):{g dla 0sx<2 0<y<?

dla innychx,y

Przez catkowanie lub z interpretacji
geometrycznej wynikae ¢ = 0,25 (bo pole
rozpatrywanego kwadratu wynosi 4).
Przez catkowanie lub z interpretacji
geometrycznej wynikae dystrybuanta tego
rozktadu ma posta

0 x<0Oy<0

025xy O0<x<20<ys<?2
F(x,y)=1: 05X O<x<2,y>2

05y O<y<2 x>2

1 X>2,y>2

Rozktady brzegowe to rozktady jednostajne na
przedziale [0, 2].

Zauwamy, ze zmienne losowe X,Y3as
niezalene.
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Informacja o zmiennych losowych n -
wymiarowych.

(@,5,P)- ustalona przestragorobabilistyczna.
X = (X, Xy, ..., X)) - Zmienna losowa n -
wymiarowa (wektor losowy).

Dystrybuanta
F(X, X )=P(X, <X, .. X <X)

X nazywamyzmienna losowa skokowg, jesli
jej zbidr wartgci jest skaczony lub
przeliczalny.

X nazywamyzmienna losowa ciagta jesli jej
dystrybuanta da siprzedstawd w postaci

F(X, ...X)= T/\ Tf(ul, .U )du,..du.

—00 —00

dla pewnej nieujemnej funkcji f zwanej
gestascia.
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Uwaga.
L [0 )X dx, =1

2.W punktach agtosci funkcji f zachodzi:

0F (X, ...X)
“=f(x, ..,
ox, ..0X, (4, k)

3. Dla AOB(R") mamy
PX(A):J‘J‘If(Xl’ ---!Xn)dxl"'dxn.
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Funkcja charakterystycznazmiennej
losowej n - wymiarowe.
p(t) =@t ...t,) = E[™ )= E(expl(t,X, +...+1,X,))).

Funkcja charakterystycznazmiennej

losowej 2 - wymiarowe.
#(t) = ¢(t,t,) = E(€% )= E(exp((t.X, +1,X,)).
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Rozktady warunkowe.(numery zmiennych
umowne).

zmiennej losowej skokowej (n - k)

wymiarowe] okrglonej wzorem:
P(Xisr = Xernjr oo Xy TXy [ Xy =25, o X = %) =
PXp =X, 0 X, =X)
B (X=X, o X = %)

nazywamy rozktadem warunkowym zmiennej
losowe] Xz = Xp) pod warunkiemze

(Xl =X e X = xkj)_
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Rozktady warunkowe dla n = 2.

Zmienna losowa skokowa.

Rozktad warunkowy Y pod warunkienX = x;

P

PEY =y | X=X%)=

j=1,2,..] dla p. >0
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Rozktad warunkowy X pod warunkien¥ =y;

P(X =X |Y =y) =

°J

1=1,2, ..k dla p., >0
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Przyktad
Funkcja rozktadu prawdopodolistwa
zmiennej losowe] dwuwymiarowe]

(X, Y) dana jest tabedk

XNl -1 1 Pi.

-1 | 1/6| 1/6| 1/3
O | 1/3] 0| 1/3
1 | 1/6| 1/6| 1/3
0, | 2/3| 13| 1

rozktad warunkowy zmiennej losowej X pod
warunkiemzze Y = 1 jest okrdony przez
funkcje prawdopodobigstwa
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P(X=-1|Y = 1) = (1/6)/(1/3) = 1/2,
P(X=0]Y = 1) = 0/(1/3) = 0,
P(X=1[Y = 1) = (1/6)/(1/3) = 1/2,
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losowe] cagte] (n - k) wymiarowej okrdone]
wzorem:

) = f(X, -..X,)

f(X, X))
nazywamy rozktadem warunkowym zmiennej
losowej (X,... --X,) pod warunkiemze

Xy =%, X =x).

f(Kesyy oo X | X, ooy X,
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Zmienna losowa gpta.

Gestosé rozktadu warunkowegoY pod
warunkiemX = Xg

fy1X =x) ==

dla fx(%)>0
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Gestos¢ rozktadu warunkowego X pod
warunkiemy =y

Iy =y =

dla f,(y,)>0
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Przyktad.
Funkcja f(Xx, y) jesteptascia zmiennej
losowej (X,Y).
025 dla 0sx<2 0sy<?2
F(xy) ={ 0 dla i
a innychx,y
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gestas¢ rozktadu warunkowego X|Y =1 ma
dla 0 < x < 2 posta0,25/0,5 = 0,5; zatem

[0 x1(02)
Iy =1 _{0,5 x(0,2)
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Niezaleznos¢ zmiennych losowych n -
wymiarowych.

Zmienne losowe X X, ..., X, S3 hiezalene
jesli

F(Xl’ ""Xn) = Fl(xl) [ FZ(XZ)"'[ |:n (Xn)

dla dowolnych ¥, X, ..., % O R".
gdzie K- dystrybuanty rozktadow
brzegowych jednowymiarowych.
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Dla zmiennych losowych skokowych

odpowiedni warunek ma posta
P(Xl = le ! ""Xn = an) = I:3_(>(1 = le)[[Pn(Xn = an)

dla dowolnych*;j, Xy DR
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Dla zmiennych losowych ggtych odpowiedni
warunek ma posta

FOX, X)) = 1060) LT (). DL (X,)
dla dowolnych x, X, ..., % O R".

Jesli zmienne losowe X X, ..., X, Sa

niezalene to funkcje od nich fes3
niezalene.
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WYBRANE PARAMETRY ZMIENNEJ
LOSOWEJ DWUWYMIAROWEJ

Kowariancph zmiennych losowychX, V)
nazywamy wielkéc

Cov(X, Y) = E[(X — EX(Y — EY] =
= B(XY) —E(X)E(Y)

48



Dla zmiennej losowe] skokoweX( Y) mamy:

Cov(x, Y) = 226X ¥ - BY P _ gefinicia

i=1 j=1
k |

E(XY) = PR

i=1 j=1

k |
Cov(X, Y) = 2.2 %Y Py ~EXTEY | \iasnge

i=1 j=1

49




Dla zmiennej losowej ggtej (X, Y) mamy:
Cov(X, V) =] | (x~EX)(y- EY) {x ¥ dxd

E(XY) = TTXW(X, y)dxdy

—00—00

Cov(X, Y) = Hny(X, y)dxdy—- EXEY

50




Uwaga

»Dla zmiennych losowych niezateych
Cov(X, Y) = 0, zatemzmienne l|osowe
niezalezne 9 nieskorelowane (odwrotna
wtasna¢ nie zachodzi — patrz przykitad),

b) COV(X, )Q = DZX,

5sD(X + Y) = D°X + D% +2CovX, V),
X, Y—dowolne zmienne losowe
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Unormowan kowariancg nazywamy
wspotczynnikiem korelacji miedzy
zmiennymiX i Y:

0= p(X,Y) = Cov(X,Y)

(DX) DY)

Wspotczynnik korelacji mierzy st
zaleznoscel liniowe) miedzy zmiennymixX i Y.
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Wiasnaci wspotczynnika korelacji:

, —1< p(X,Y) <1

nwdla niezalenych zmiennych losowych
wspotczynnik korelacji jest rowny zero,

o jezeli wspotczynnik korelacji jest dodatni, to
miedzy zmiennymiX | Y istnieje zalenos¢
linlowa dodatnia, co oznaczze ze wzrostem
wartaci jednej zmiennej rogn srednie
wartaici drugiej zmiennej,

o jezeli wspotczynnik korelacji jest ujemny, to
miedzy zmiennymiX | Y istnieje zalenos¢
linlowa ujemna, co oznaczage ze wzrostem
wartoscli jedne] zmienne] malg srednie
wartaici drugiej zmiennej,

o jezeli wspotczynnik korelacji jest rowny 1
lub — 1, to m¢dzy zmiennymiX i Y istnieje
funkcyjna zaleznos¢ liniowa,
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Jezeli wspotczynnik korelacji jest rowny 0O to
mowimy, ze zmienne losoweX I Y 9
nieskorelowane.
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_| D?X  CouX.Y)
Macierz Cov(Y, X) D2Y

nazywamymacierza kowariancji
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R=| T P
Macierz 1o 1

nazywamymacierza korelacji
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Przyktad
Funkcja rozktadu prawdopodolistwa

zmiennej losowe] dwuwymiarowe]
(X, Y) dana jest tabedk

-1 1 Pi.

-1 | 1/6| 1/6| 1/3
O | 1/3] 0| 1/3
1 | 1/6| 1/6] 1/3
p; | 2/3| 1/3| 1
Obliczymy wspotczynnik korelacji madzy
tymi zmiennymi.
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Rozktad brzegowy zmiennej losoweX:

i | —1] 1

EX=0
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Rozktad brzegowy zmiennej losowey:

yi -1 1
p; | 2/3| 1/3
EY=-1/3
Poniewa

E(XY)=(-1)¢-1)1/6 + —1)A1/6 + 1(— 1)
[1/6 + 11[1/6 =0,

EXEY = 0;
Zatem zmienn&, Y s nieskorelowane.

CoviK,Y)=0 to p=0.
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Uwaga.Zauwamy, ze powy:sze zmienne
losowe chociass zalezne to g
nieskorelowane.

60



Zaktadamyze macierz kowariancji K istnieje.
Regresja | rodzaju Y wzgkdem X =zbior

punktow (X, E(Y|x)).

Regresja | rodzaju X wzgkedem Y =zbior
punktow (E(X|y),y).

Gdzie E(Y|x), E(X]y) to warunkowe waki
oczekiwane.

Linie regresiji | rodzaju tylko w szczegdlnych
przypadkachasliniami prostymi.
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Twierdzenie.
E((Y-¢(X))?) 0oShga wartd¢ najmniejsza gdy
¢(x) = E(Y|x) z prawdopodobigstwem 1.

62



Jesli poszukujemy funkcji liniowej
minimalizujgce] wyraenie

E((Y -¢(X)))
to otrzymamy prost regresji zwam prost
regresji |l rodzaju.
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Regresja Il rodzaju Y wzgledem X =prosta

_ 0Oy Oy
y=p—XxX+m, - p——m
Oy Oy ]

tzn.
y=/05+[BX
gdzie

0
’Bl_pg—Y By =m, — m,

X
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Regresja Il rodzaju X wzgledem Y =prosta

= 9% yam. — 0%
p—2y+m, —p—2m,
Oy Oy ]
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Powyzsze pogcia regresji mgna uogolné na
przypadek n - wymiarowych zmiennych
losowych.
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W szczegolnéci hiperptaszczyzna regresji Il
rodzaju Zmiennej Xwzgledem zmiennych
X5, X3, ...,X; ma rownanie

X1 - EXy = ap(Xe - EXp) + ...+ an(Xn - EXp)

1
| Kll

gdzie K;; 53 dopetnieniami algebraicznymi
elementow k macierzy kowariancji K.
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Parametry zmiennej losowej
n — wymiarowej (mog nie istnief).

Warto$é oczekiwana  E(X)=[EX,, EX,,...EX,].
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Wariancja

D(X) =|D?X,, D2X,, ....D?X,]
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Moment (zwyczajny) rzdu [, +1, + ...

m, . = E(Xlllxlzz---xlun ),

Np. dla (X, Y)

m, = E(XTY)

mo=E(X)  m,=E(x?)

m, =E(Y),  m, =E(v?)

D*X :mzo_mLzo, DZY:”bz‘mfl
— M, — MMy,

P 2 2
\/mzo_rrHO\/rrbz_m)l

70
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Moment centralny rzedu |, +1, + ...+,

o, = E((x1 ~EX, J'..(X, —EX, )" )
Np.
ty =CoYX,Y)
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Macierz kowariancji K = [k;], gdzie

k, =cov(X,,X,) =E|(X, —EX,)(X, -EX,)| =
= E(xx,)-E(x,)E(x )
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Uwaga k; = D°X;, jestwariangji - tej
sktadowe,).
Macierz K jest kwadratowa, symetryczna |

stabo dodatnio okiona ( w szczegolrkai ma
wyznacznik nieujemny).
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Macierz korelacji
_ _cov(X, X;) _
R = [pg], gdzie” ~"px mx,

Uwaga p;i = 1.
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FUNKCJE ZMIENNYCH LOSOWYCH 2
WYMIAROWYCH.

(X1, X5) - dana zmienna losowaagia o
gestasci f.

Y = g(Xq, X2) g - borelowska,
Dystrybuanta tej zmiennej losowe] ma pdsta

G(y)= ] 0% )dxdx,

(904.%)<y)

gestas¢ g(y) wyznaczamy przez
rozniczkowanie.

Przyktad.
Y = XX, ,

G(y)= [[ f(x,%)dxdx, =

- T[ Tf(xl,xz)d&]dwz[ ;
T

—oo \ Y%

wtedy g(y) =
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Przyktad.
(X1, X5) - zmienna losowa o rozktadzie

jednostajnym w kwadracie (0, 1) x (O, 1).
Wyznaczy rozktad pola prostafta o bokach

X1, Xo tzn. zmiennej losowej Y = XX .
G(y)= [[ dxdx, =1~ [[ dxdx, =

X X<y % Xy 2y

=1-j{ idxz]dxl =yd-Iny)

AR

da0<y<l1
0 dlay<0

S'fé}d G(y):{y(l—ln y) dlaO<y<l
1 dlal<y

zatemg(y) =-lny dla0O<% 1
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Przyktad.
Y = Xo/Xq,

G(y) = f[ j F(x, Xz)dxzjdxl +j( | (% xz)dxz]dxl

—00 yﬂl 0 —o00

Wtedy g(y) =~ jxf (X, yx)dx+_[xf (X, yX)dx
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Przyktad.
Xl, X5 - niezalene zmienne losowe.

- N(O 01) X - N(O,Gz).

X, < _ x2 .

Nlech X, —;, = (mag rozktad N(O, 1).
e 0 — yx2 12 .\ yx? /2 ' 1 ‘

53)==] x E?zﬂ E?Jzn e | Xfm T A7)

(rozktad Cauchy'ego)
| korzystagc funkcji liniowej od zmiennej
~ 0‘1

losowe;j " =¥~ mamy

1

2
]TO-Z [1+ yz( 0-1 j J
0-1 0-2

a(y) =
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Przykiad.
Y=X;+X,,

G(y) = j[jf (xl,xz)dxz]dxl

—00 —00

wtedy a(y) = f (X y—x)dx= j f (y—x,X)dx
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Uwaga.

Jali X4, X5 - niezalene zmienne losowe to
gestas¢ sumy wyraa sk splotem gstasci
brzegowych (p. dalej).
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Przykiad.
Y = X1- X2,

wtedy a(y) = If(X,X- y)dx= j f(x—y,x)dx
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Suma niezaleénych zmiennych losowych.

Wiasngci:

1) X, Y niezalene skokowe zmienne losowe
o funkcjach prawdopodohistwa P(X = ¥,
P(Y =y); wtedy funkcja
prawdopodobigstwa zmiennej losowej X +
Y wyraza st wzorem:

P(Z=72) =2 P(X=X)P(Y = % - X);
(Zc=%+VY)
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2) X, Y niezalene chgte zmienne losowe 0
gestasciach f 1 f, ; wtedy gstaé¢ zmiennej
losowe] X + Y wyraa St wzorem:

f(X) = T f, (), (x—t)dt = j f(x—t)f,(t)dt

(splot gstasci sktadnikow).
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FUNKCJE ZMIENNYCH LOSOWYCH n
- WYMIAROWYCH.

Przyktad.
System skiada sin uktadow z ktorych kaly
ma czas bezawaryjne] pracy olomy
rozktadem wyktadniczym X o parametrze;a
niezalenym od pozostatych  ukiadow.
Wyznaczy rozkiad bezawaryjnego czasu
pracy catego systemu (system dziatglije
pracuje chociajeden ukiad).
Y:X1+X2+X3....++>§1,

Przez indukgj pokazuje s, ze Y ma rozkiad
0 gestascl:

-1 = C e
TR dayso

K# |

n-1 L L 1_e—ajy
wtedy G(y):( ! Daﬁélj(aj -a,)

Otrzymany rozktad nazywamy uogodlnionym
rozktadem Erlanga n - tegoedu T,.
SAELORIE S

k=1 A

a(y) =
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DZ(Tn):DZ( n Tij=ii2

gdya=a=..=@a=A to

AAD™ _
g(y):me =AP(n-1,At) t>0

dlay >0
gdzie P(n-1At) jest rozkladem Poissona.
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Przyktad.
Y =min(Xy, X,)
G(y) =F.(y) + F,(y) - F (v, y)

wtedy a(y)= () + F2(0) = [ f(y,)dx= [ f(x y)dx
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Uwaga.
J&li X, X, - niezalene zmienne losowe to:

G(y) = F.(y) + F,(y) - F.(y) [F,(y)
g(y) - fl(y)(l_ Fz(y)) + fz(y)(l_ Fl(y))

Jesli X4, X, - niezalene zmienne losowe 0
takim samym rozktadzie to:

G(y)=F(y)(2-F (y))
wtedy a(y) = 2f (y)@A-F ()
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Przykiad.
Y = max(X; , Xz)

G(y)=F (v,y)

y y

wtedy — g(y) = [ fly.xdx+ [ f(x y)dx

—00 —00
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Uwaga.
J&li X4, X, - niezalene zmienne losowe 0

takim samym rozktadzie to:
G(y) =F*(y)
wtedy g(y) = 2f (Y)F (y)
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ROZKLAD NORMALNY 2-WYMIAROWY

Zmienna losowaX, Y) o rozktadzie
normalnym 2-wymiarowym zahy od pkciu
parametrowm, m, oy, s, .

my = EX; m=EY;, go=DX;, oo =DY;

0 = wspotczynnik korelacii.
Wspotczynnik korelacji musi spetdia
warunek: o # 1.

Macierz kowariancjK ma wtedy posta
K :|: 0-12 p0—10-2:|

2
PO,0, 0,

Gestas¢ rozktadu normalnego 2-wymiarowego
N(my, my, 01, 05, P) mMozna zapisa
nastpujaco:

_ 1 1 xemP o (xem)y-my) | (y-m)
f(X,Y)—ZHUlU2 - @Xp{ Z { 7 20 oo + 7
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Twierdzenie
Dowolny rozktad brzegowy normalnego

rozktadu 2-wymiarowego jest rozktadem
normalnym.
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Twierdzenie
Jesli sktadowe normalnego rozktadu 2-

wymiarowego § nieskorelowane tas
niezalene.
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Rozktad normalny n - wymiarowy.

K - macierz kowariancyjna, niech de#0.
Zmienna losowa n - wymiarowa ma rozktad
normalny n - wymiarowy gdygptasc tej
zmiennej losowej wyraa St wzorem:

L n
FO) =T (X, %000X,) = (27_‘[)1/2 exf{_% lek (% = m; )(%, _mk)] =

i k=1

\/mlz exp{—l(x -m)" L(x - m)j
)" 2

(2

gdzie

m=Ex) dlai=1, 2,...,n

L=1[lx] J, k=1,2,..,n Jest macieyz
odwrotrg do K.

Dla n = 2 warunek |K# O jest rownowzany

warunkowip® # 1.
Poniewa macierz K ma wtedy posta
o po,o
K — 1 1~ 2
Laﬂz a; } ©
1 { o’ —,00102}

0,0,(1-p°) | -poo, O
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Zatem g@stas¢ rozktadu normalnego 2-
wymiarowego N(m, m,, 01, O, P) mozna
zapis@ nastpujaco:

x-m) _, (x-m)y-m) (y-m)’

1 1|
f(xy) = exp, —
210, 0,+/1- p° p{z(l_pz){ o g 0.0, a; }}
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Powyzsza funkcja gstasci ma stad wartasé
f(x, y) = h na elipsie:
beom)’ o emly=m) (y=m) _ oo s

012 0102 02
o srodku w punkcie (m my), gdzie
A2 = —2(1— ,oz)ln(hZITa1 O,+1- ,02)_
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Dla p # 0 osie gtbwne majrownania:
y-m, = 2p0,0,
ol -0+ \/(0'12 -0) )2 +4p%070)
Dla p = 0 osie rozpatrywanej elipsy s
rownolegte do osi uktadu wspoaanych.

(x-m,)
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Zauwamy, ze gdyp® — 1 to jedna 6 sic
wydtuza, a druga skraca, zars¢ micdzy
zmiennymi staje giscisle liniowa.
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Osie powysze| elipsy tworz z oshg OX katy
ol a+7172gdzie
200,0,

ta2a =
I g
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Funkcja charakterystyczna:
P(t) = ex;{imTt —%tT Ktj
gdy n=2to
Bt t,) = exp{i (t,m, +t,m,) —%(thf +200,0,tt, + azztzz)j
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Twierdzenie.
Dowolny rozktad brzegowy normalnego

rozktadu n-wymiarowego jest rozktadem
normalnym.
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Twierdzenie.

Jesli sktadowe normalnego rozktadu n-
wymiarowego § parami nieskorelowane t@ s
niezalene.
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Twierdzenie.

Dowolny rozktad warunkowy normalnego
rozktadu n-wymiarowego jest rozktadem
normalnym. Warunkowa waré oczekiwana
| warunkowa wariancjagsrowne:

1 n-1
E(xn | Xl = X XZ = X5, ""Xn—l = Xn—l):K—ZXiKin

nn i=1

gdzie K; - dopetnienie algebraiczne elementu
Kij macierzy K.
_ K]

DZ(Xn | X, =%, X, =X, oo, X 4 = Xn—1)_K—
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Uwaga.
Dla n = 2 gstas¢ rozktadu warunkowego Y|x
jest rowna:

F(xy) _
(%

S S R {- 0% (cem)|
\/5_[0_2 /1—,02 2(1_p2)0.22 y-m, 100_1 m

oraz

f,(ylx) =

E(Y|X =x)=m, - p % (x-m),

1

D2(Y | X = x) = g2(1- p?)
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Przyktad.

X, Y - niezalene zmienne losowe 0 rozktadzie
normalnym, EX = 1, EY = 2, £X = 4,

D?Y = 9.

Wyznaczy gestas¢ rozktadu zmiennej losowej
(X, Y), obliczy¢

a) P(1<X<2;1<Y<4),

b) P(X > 3).

f(ey) :éﬂeXp{_;{(X - 2)2}}

a)
P1<X<2,1<Y<4)=

ol O oo
éﬂjexp{ ( ”d jex;{—z(ygzﬂdy:

1 1/2 1 1 2/3 1
2 dt— 2 du=
_[cp(1/2) -®(0)] [D(2/3) - D(-1/3)] =
= (0,6915 - 0,5)(0,7486 - (1 - 0,6293)) =
=0,0718
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b)
P(X > 3) :%ﬂf f = ‘%{(Xf) +(y_92) }}dxdy:

o315 e Je =315 o

1 ¢ -2
= 7218 M) - (1) = 1 -0,8413 =
= 0,1587.
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Przyktad.
Wyznaczy gestas¢ rozktadu normalnego (X,

Y, Z) jesli rozktad ten ma zerowy wektor
wartosci oczekiwanych | macierz kowariancii:

4 3 2
K=[3 3 1
212
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Rozwigzanie.

. 5 -4 -3]
K*==|-4 4 2

detK = 2. 2
-3 2 3

zatem

f(xy,2)= Wem{—%(g X2 —Axy—3xz+2y? + 2yz+gzzj}
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Uwaga.

Dla rozktadu normalnego 2 wymiarowego (X,
Y) takiego,ze EX = EY =0, DX =0y, DY =

Oy , ktorego sktadowegsnieskorelowane
(kazdy rozktad normalny mae mie taka

post& po obrocie uktadu wspokdnych o lgt

o) prawdopodobigstwo,ze wart@gci zmiennej

XZ 2

losowej (X, Y) nalea do eIipsyU—§+Z—3=k2
_k2

jest rownel-e ?
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Rozkiad funkcji od rozktadu normalnego.
(X1, X5, X3 ...., Xy) - rozktad normalny.

Y =g(Xy, X2, X3 ..., X), haleey wyznaczy
rozktad Y.
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Przyktad.
Y=aX;+aXo+a&Xs+....+aX,+Db
n=2
-(y-m,)?

2
Zay

o(y) = ——e
o 2m
gdzie: my =am; + am, + b,
0, =80; +8,0, +2a,8,10,0,

Przez indukgl mazna pokazé, ze dla
dowolnegon zmienna losowa Y ma rozkiad
normalny o parametrach:

my, = am; + a&m, + ... +am, + b,

o, =) a’of +2) a a0 0, |

i<j
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Przyktad.
X1, ..., Xn - hiezalene, o rozkitadzie N(O, 1).

marozktad chi kwadrat

n,oy
2 2
yn © x>0
nON ”W-*ng)
0 x<0

EX=n [[EX=2n
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Przyktad.

X - N(m, 0), Y=¢&

Ma rozktadlogarytmiczno-normalny.
Nazwa pochodzi st, ze X = InY ma rozktad
normalny.

L.Kowalski 30.04.2011

112



