RACHUNEK
PRAWDOPODOBIENSTWA

WYKLAD 6.

Funkcja charakterystyczna.



Funkcg ¢®:R-C (zespolop zmiennej

rzeczywistej) okréona wzorem
p(t) =4, (1) = E[e% )= Te“xdF(x), tOR

nazywamy funkcja  charakterystyczm

zmiennej losowej X.



Zatem dla zmienne] losowe] skokowej
o funkcji prawdopodobigstwa P(X =X,) = py

p(t)=> pe™, tOR



natomiast dla zmiennej losowepgtej o gstasci f(X)

H(t) = j f(x)e¥dx, tOR

—00



Powyzszy szereg | catkaasbezwzgédnie
zbiezne do 1 (bo wartmi modutu zmiennej

losowej €, tOR 53 rowne 1 i odpowiednio

; P =1 _I f(x)adx =1), zatem  funkcja

charakterystyczna zawsze istnieje



Wiasnaosci funkcji charakterystyczne.

a) #(0)=1 |¢ ®[<1, tOR,

b) ¢ jest funkch jednostajnie aigta,

C) Paxn(t) =€°9, (t0),

d)jesli istnieje E[X[ <, k21 to @ jest funkci

Klasy C* oraz #"(0) =i*EX*  czyli

k) (0
=m0

e)jesli istnieje | jest skaczona pochodna
) (0) to EX* <00, k=1

f) Px (1) =Px (-1) =@ (1)

g)jesl X, Y - niezalezne zmienne losowe to
Dy (1) = 05 (DD (1),

hyfunkcja charakterystyczna okta rozktad

zmiennej losowej jednoznacznie.



Ad. b)

Bt +h) - g(t)| =|Ee“"* - Ee™ | =

= E(e™ (™ -1)] < E(e*|e™ -1) = Ele™ -1) - 0
Poniewa ostatnie wyraenie nie zalgy od t to

zbieznos¢ jest jednostajna.



Ad. c)
¢ax+b (t) — Eeit(aX+b) — itheiatX = eitb¢X (ta)’



Ad. d) dla zmiennej losowe]amtej,

Poniewa rozpatrywana funkcja jest jednostajniggta to

maozna r@niczkowa wzgledem t pod znakiem catki i wtedy
#' (1) =i [ xt (x)edx_ shd ¢'(0) =i EX

Przez indukej mazna pokazé, ze

() =i* [ X (x)e™dx  sid 6" (0) =i*EX*



Ad. 9) = Ee™ E€" = ¢, (1)@, (1)

Funkcje charakterystyczne podstawowych rozktadostaty podane

w ich zestawieniu, wyprowadzimy niektore z tych wze.
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Przykiad.
Wyznaczymy funkgj charakterystyczn

rozktadu dwumianowego.

n kK qNn—kK
P(X:k):(kqu gdzieq=1-p

k=0,1,2, ...n.

n

H(t) = i[ﬂ] pkqn—keitk _ Z(Ej(peﬁ )kqn—k _ (peit + q)n

k=0
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Przykiad.
Wyznaczymy funkgj charakterystyczn
rozktadu wyktadniczego.

ae x>0
f(x) =
( ) {0

x<0

a

t ae *e%dx = af el 2*dx =
p(t) = j j —
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Przykiad.
Wyznaczymy za pomac funkcji charakterystycznej

moment redu 4 zmiennej losowej X o rozktadzie N(O, 1).

Mamy #(t) = ez zatem#'(t) = —te 2
p(t) =t —1)9_%, (1) =(-t+3t

) = [t* -6t +3)e‘t2 , $'(0) = 3,

stad m, =5 =3,

Whniosek Kurtoza tej zmiennej losowe] wynosi 3.
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Wiasnos¢ 1.

J&ili funkcja charakterystyczné zmiennej losowe) X
jest bezwzgldnie catkowalna, to X jest zmiegiosowy

CigQgta 1 geStas¢ je) wyraza Sk wzorem

f(x) = %7 T¢(t)e‘”xdt
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Wiasnosé 2.
J&li funkcja charakterystycznég zmiennej losowe) X
jest okresowa 0 okresiem2to X jest zmieng losowg

skokowgy o wartgciach catkowitych 1 je] funkcja

prawdopodobigstwa wyraa st wzorem

P(X = k) = %T [p0e ™t

k - liczba catkowita
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Przyktad.
Wyznaczymy rozktad prawdopodohstwa

zmiennej losowej, ktorej funkcja charakterystyczna

ma posta #(t) =€
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Jest to funkcja okresowa o okresm 2atem X jest
zmienry  losowy skokows o wartgciach
catkowitych 1 jeJ funkcja prawdopodohistwa
wyraza St wzorem

1 gdy k=3

P(X =k) = 1 _[ ee dt= = je‘t@"‘)dt =
21 Y 21T O gdyk#3

Zatem X ma rozktad jednopunktowy P(X = 3) = 1.
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