RACHUNEK
PRAWDOPODOBIENSTWA

WYKLAD 5.

PODSTAWOWE ROZKLADY
PRAWDOPODOBIENSTWA

Rozktady skokowe

Rozkiad jednopunktowy
Okreslamy:
P(X=c¢)=1 gdziec ustalona liczba



EX =c, DX =0
(tylko ten rozktad ma zeraywvariancg !!!)



Rozktad dwupunktowy (zerojedynkowy)

Niech p0(0,1) bedzie ustalon liczba.
Okreslamy:
P(X=0)=q,AX=1)=p;gdzieg=1-p.

Umowa:
O - porazka
1 - sukces



EX

DX
= pq



Rozkiad dwumianowy
Dla danychp(0,1), nUUN okrelamy funkcg
prawdopodobigstwa

P(X = K :[D pq™

gdzieg=1-p
k=0,1, 2, ...n.

(wzor Bernoulliego)







Jakub Bernoulli (1654 - 1705) - szwajcarski matemak i fizyk.



Jali  przyjmiemy, ze n oznacza liczb
niezalenych ddwiadczeéh z ktorych kade
konczy st jednym z dwoch wynikow:
,Sukcesem" (z prawdopodohistwem
P w kazdym dawiadczeniu) lub ,porzka”
| zmienna losowa X oznhacza liczd
,Sukcesow” to powyszy wzOr wyznacza
prawdopodobienstwo uzyskania doktadnie
k sukcesow wn doswiadczeniach(prébach).



Sprawdzenie



EX =np, D°X = npq
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Przyktad

Prawdopodobigstwo  uszkodzenia  ksero-
kopiarki przed uptywem gwarancji wynosi 0,2.
Firma zakupita 6 kserokopiarek. Obligzy
prawdopodobigstwo, ze przed uptywem
gwarancji 2 kserokopiarki ulegnuszkodzeniu.
Jaka jest najbardzie] prawdopodobna liczba
uszkodzonych kserokopiarek przed uptywem
gwarancii.

X — liczba uszkodzonych kserokopiarek przed
uptywem gwarancji,
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6
P(X=2)= [Zj 0,2°0,8 = 1910 0410 4096 024576
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Uwaga

Pk

0,2621

0,3932

0,2458

0,0819

0,0154

0,0015

0,0001
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Przyktad

Rzucamy 4 razy kosik sz&cienry. Jakie jest
prawdopodobigstwo, ze w co najmniej 3 rzutach
liczba oczek bdzie podzielna przez 37.
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Szukane prawdopodoliistwo to
PX=3)=P(X=3)+P(X=14),

gdzie ,sukcesem” jest uzyskanie 3 lub 6
oczek, wec p = 1/3.
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Zatem
o= 1) () -a-E
7 l3\3)3) 81 81
P(X = 4) = 4(%4(3)0:@5 -1
4\3)\3 81 81
8 1 1

P(X23=P(X=3)+P(X =4) =+ ==
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Przyktad
Obliczymy wartd¢ oczekiwag rozktadu
dwumianowego.

Kk — N n K -k _
=X = ZKU zkk!(n—k)!pq )

k=1

(n_l)l kl n—-k
pZ(k o or P =nR(p ) =np
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Rozktad geometryczny
X - liczba prob Bernoulliegpoprzedzajacych
pierwszy sukces

P(X =k) = pg*

q=1-p
k=0,1,2, ..
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Sprawdzenie

ip(x :k) :i qu :i:l
k=0 k=0 1-q
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EX=qg/p; DX=qlp
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Rozktad Poissona

Dla A > 0 okrélamy funkcg

prawdopodobigstwa
R

PX=K=-"7¢" k=012 ..

21



=1
i BNl Fh] ¥
o o

Siméon Denis Poisson (1781-1840), francuski
mechanik teoretyk, fizyk 1 matematyk. W matematyce
zajmowat s¢ catkami oznaczonymi, rownaniami
roznicowymi | r&zniczkowymi oraz teosl
prawdopodobigstwa.
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Sprawdzenie

00 o K
> P(X =k) = ZA—e‘” =
=0 K

k=0 "

_—AooAk_—/l —
= E__ e/'_]_
K!

k=0 K



EX

A

D?X = \
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Przyktad
Obliczymy wartd¢ oczekiwag rozktadu
Poissona.
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Rozktad Poissona (nmbwos¢ odczytu

w tablicy) mae dla duaychn (praktycznie
n= 30) i matychp (praktyczniegp < 0,2)
przybliza¢ rozktad dwumianowy
(przyblizenie Poissona

n kK nN—k Ak -A .
~—¢@ dzie A =n
(kj P q % g Lp
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Przyktad

W pudetku jest 400zarowek. Jakie jest
prawdopodobigstwo, ze wsrod nich jest

5 zarowek wadliwych, jdi  wadliwos¢
produkcji takichzarowek wynosi 0,5%7

Jaka jest najbardzie] prawdopodobna liczba
uszkodzonycliaréwek w tym pudetku?

27



Zastosujemy przybtenie Poissona,
A=nlp=4000Q 005 2

W tablicy rozkiadu Poissona (tablica I)
odczytamy ze:

P(X=5)=0,0361

Rowniez w tablicy rozktadu Poissona
odczytamyze najbardzie] prawdopodobna
liczba uszkodzonycharowek w tym pudetku
to 1 lub 2 (dla obu tych liczb
prawdopodobigstwo jest rowne 0,2707).
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Rozktady ciagte

Rozkiad jednostajny
Rozktad ktdrego ¢ptas¢ jest stata w pewnym
przedziale nazywampgdnostajnym.

Gestas¢ rozktadu jednostajnego w (a, b)
(1
f0)=1p-a & D
0 x U(a; b
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Poniewa gestas¢ ta ma @ symetrii w punkcie
X =(a+Db)/2to
EX = (a+b)/2
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Pokaemy,ze
D2X = (b — §2/12
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Przyktad
Najpierw obliczymy EX

b

b 3
EXZZIXZ 1 dx = L X4

> b-a b-a 3|,
_ 1 (b’ a’)_a’+2ab+h2
b-al 3 3 3
Zatem

D2X = EX? - (EX)? = a’ +2ab+Db2 _(
3

a+bj2 _(b-a)’
2 12
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Rozktad wyktadniczy

Rozktad ten wyspuje czsto w zagadnieniach
rozktadu czasu mdzy  zgtoszeniami
(awariami) lub czasu oczekiwania na obstug
w systemach kolejkowych.

Gestos¢ rozktadu wyktadniczego o parametrze
a > 0 ma posta

f(x) = ae x>0
0 x<0
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dystrybuand tego rozkitadu jest funkcja

_ A—ax >
F(x) = 1-e x>0
0 x<0

(uzasadnienie: F'(x) = f(x))
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Przyktad
Obliczymy EX

EX = _[xae‘axdx = (
0

D2X :g

— Xe

-ax __
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Wiasnosé.

1) Js&li liczba zgtoszé w systemie kolejkowym w przedziale
czasu (t, t + T) ma rozktad Poissona o parametizeoraz
liczby zgtoszé przychodzce w rozijcznych przedziatach
czasu § niezalene to czas X mdzy kolejnymi
zgtoszeniami ma rozktad wyktadniczy o parametrzel#\.

2) Dla dowolnycht, T > 0 mamy
P(X2t+T|X2t)=P(X =T)
(wkasna¢ braku pangci)

P(X2t+TCX2t) _ P(X=t+T) _

P(X =t) P(X =t)

P(X2t+T|X 2t)=

—(t+T)a
= ee_ta e =P(X 27T)

Jest to jedyny rozkiad qyty o tej
wiasngci.

36



Rozktad normalny (Gaussa) N(mo)
Dla mUR, g0(0, + o)

Okreslamy gestas¢ rozkiadu
_ (x-m)?

e 20 xOR

f(x) =

o2
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Carl Friedrich Gauss (1777 1855) — niemiecki matematyk i fizyk.
Jego badania zwzane z teos bledow doprowadzity do odkrycia
rozkladu normalnego zmiennej losowe] (nazywanyzd¢akozktadem
Gaussa), ktory jest najwaiejszym rozktadem w teorii
prawdopodobigstwa.
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AAVIN JHOSINIA NH3Z

GD9674175N9

Sechank

Destrcha Bunc
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Uwaga

Jesli X ma rozktadN(m, 0) to zmienna losowa
Y = (X — m/oma rozktad\(0, 1)

(takie przeksztatcenie nazywamy
standaryzacja).
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Wartasci  dystrybuanty dla argumentow
uemnych wyznaczamy na  podstawie
zaleznosci

A-x) =1-AXx)
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Przyktad
Dochod miesiczny (zt) w pewnej populaci

0sOb ma rozkiad normaliy(1600; 300).
Jaki procent osob w tej populacji ma dochdd
mieskczny ponkej 1000 z4?

X —wysokad¢ miesecznego dochodu

X —1600< 1000-1600) _ P(Y < _2) _
300 300

P(X <1000 = P(

=P(-2) =1-P(2) =1-0,9772=0,0228= 228%

!
1000 1600
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Przyktad

Czas wykonania pewnego detalu (min.) jest

zmienry losowy 0 rozkiadzie normalnym

N(m; o0). Wiadomo, ze 80% robotnikow

wykonuje ten detal diej niz 10 minut a 60%

robotnikow dhiej niz 12 minut.

a\wyznacz  parametry rozkiadu  czasu
wykonania detaluni g,

b)jaki odsetek robotnikdw wykonuje ten detal
w czasie krotszym ni6 minut?

X — czas wykonania detalu.
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m-10

P(X>10)=08 sud 5, - 084

P(X >12)=06 spq - =025

Rozwigzujac powyzszy uktad rowna
otrzymamy m = 12,85 = 3,39.

AX <6):P[x—1285<6—1285j:P(Y <203

339 339
=®(-203=1-®(209 =Q021 % 21 Pb
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Prawo trzech sigm

Jesli X ma rozktad\(m, o) to

P(m-o0 <X <m+0)=0,683
P(m-20 <X <m+20)=0,955
P(m-30 < X <m+30g) =0,997

Ostatnia rown£ swiadczy o tymze chocia
rozktad normalny maggtas¢ rozna od zera na
catej prostej to praktycznie niemal wszystkie
realizacje skupiajsie w przedziale

(Mm-30,m+ 30)

wtasnac¢ ta nazywamyprawem trzech sigm
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m; < m, < m

Interpretacja graficzna parametréw

o - ustalone

rozktadu N(m, o)

m - ustalone
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Trzy rozkiady cagte, ktore maj duze
znaczenie w statystyce matematyczney:
—Rozktad chi kwadrat,
—Rozktad Studenta,
—Rozktad F — Snedecora

Rozktady te s stablicowane.

47



Rozktad chi kwadratyf) Y.,
n — liczba stopni swobody

Y =X+, + X

X1, ..., Xq - niezalene, o rozktadzie N(0O, 1)
EX=n;
D2X = 2n

48



Odczyt z tablicy dla rozktadu chi kwadrat.
(podobnie interpretujemy graficznie odczyt

z tablicy F — Snedecora.)

P(Y. > K =a

A
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Uwaga
1) Dlan =1, 2 wykresgptaici rozktadu chi kwadrat jest inny
(tylko czes¢ malepca wykresu)

2) dla n > 30 stosujemy przybdinie rozkladem normalnym.

J2Y, ~NH2n-11)
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Rozktad Studenta ,T
n — liczba stopni swobody

X, Yn - niezalene

X 0 rozktadzie N(O, 1);
Y n 0 rozktadzie chi kwadrat z n stopniami swobody

EX=0; dlan>1
D2X =n/(n-2) dlan>2

Uwaga. T, U7 - N(OJ)

51



Odczyt z tablicy (tablica 1V) dla rozktadu Studenta
P(T.|zK =a
A

o/2 0/2
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