RACHUNEK
PRAWDOPODOBIENSTWA

WYKLAD 4.

PARAMETRY ZMIENNEJ LOSOWEJ
JEDNOWYMIAROWEJ



Warto sé oczekiwana.
Oznaczeni&X lub m.
Dla zmiennej losowe] skokowe]

EX =2 %P

(Jesli ewentualny szereg jest zhry
bezwzgkdnie, takie szeregis'odporne”
np. na zmiaa kolejnadci wyrazow).



Dla zmiennej losowej ggte]

EX:]'oxf(x)dx

(jesli ewentualna catka niewdaiwa jest
zblezna bezwzgédnie).



Przyktad

Dla zmiennej losowe] o funkcji prawdopodoiséva

X | -1 ] 2| 3

o |10,2/0,6/0,2

EX=-100,2+2[0,6+3[0,2=16



Interpretacja.
Wartos¢ oczekiwana wyznaczsodek cezkosci masy
jednostkowej rozigonej w punktach skokowych.

0,2 0,6 0,2

. 2 3
1 16




Przyktad
Dla zmiennej losowe] oggtosci

2x  xU< 01>
f(x) =

0 xU<01>
2

1 1 3 1
EX :_[XEZ xdx:2j 2 dyxe 22
A A 310




Przyktad
Dla zmiennej losowe] oggtosci

1
feo=e =1
0 x<1

wartos¢ oczekiwana nie istnieje bo

Ix[—l)(l—zdx:ofldx:lnﬁoj =00

1 X



Wiasnaosci wartosci oczekiwanej

a) Ec =c; c- stala,

b) E(aX) = aE(X),

c) EX+Y)=EX+EY,

d) Jssli as< X<b, to a<EX<b
j&sl X<Y ,to EX<SEY,

e) EX<EX|, [EX|<E[X

fy X, Y—niezalene, toE(XY) = EXEY
g) Jeli Y=9(X), to

Z g(x)p gdy X skokowa

EY =<

Jg(x) f(x)dx  gdy X ciggta



Uwaga.

EX = of(l— F (X))dx- TF(x)dx



Bardziej ogdlg definicjc wartasci oczekiwane]
otrzymamy stosudfp catke Stieltiesa

EX = TxdF(x)

przy zataeniu,ze powysza catka jest bezwzglnie zbiena.
Poniewa sumy catkowe definigce caik

b
£ xdF(x] map posta

5= 2. %(F(x)-F(x..)

to dla dystrybuanty kawatkami statej watdo
oczekiwana okrdona za pomag catki Stieltiesa
jest rowna sumie iloczynow skokow dystrybuanty
przez punkty skokowe | pokrywacsz okr&leniem
podanym wczénie).
Natomiast dla dystrybuanty zmiennej losowej
ciagte] mamy

F¢)-Fx) = F & )% %)= F(%)x - %)

czyli dF(x)= ftix

co rownie daje definicy podam wczeniej.
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Z addytywndci catki Stieltiesa wzglddem
funkcji F mamy nasgpujaca wiasnag:

Jesli zmienna losowa X jest skokowo -
ciagla tzn. |e] dystrybuanta da ccCi
przedstawd

w postaci F(x) = cHx) + (1-c)k(x), ¢ >0,
F1i- dystrybuanta zmiennej losowe] skokowej X

F,- dystrybuanta zmienne] losowejagte] Xo.
Witedy

EX = cEX, + (1-C) EX%
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Inny Sposob liczenia warol
oczekiwanych zmiennych losowych
skokowo - cagtych jest naspujacy:

Jesli  dystrybuanta F jest przedziatami
ciagla 1 razniczkowalna  wewsirz
przedziatow cigtosci to

Ex-“ (s 2 x(F b )-F )

gdzie x punkty skokowe dystrybuanty.
Wz6r ten pozwala tena wyznaczanie waroi
oczekiwane] zmiennej losowej Y = g(X) bez
znajomcéci rozkiady Y, mianowicie

EY = E(g jg dX+Zg( NF(x)-F(x))

gdzie X - punkty skokowe dystrybuanty F
zmiennej losowej X.
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Przyktad.
J&lli zmienna losowa ma dystrybuant

0 Xx<0
F(X) =<0,25+ 05x O<x<1
1 x>1
to F(x) = 0,5k(x) + 0,5K(X), gdzie
0 Xx<0
F(x) =405 O<x<l
1 x>1
( X<0
F,(X) =< X O<x<1
1 X>1

Zatem EX =0,8.5+0,505=0,5.
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Il sposob.
1

EX = [ xD5dx+(0D25+1M25) = 025+ 025= 05
0
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Miara rozrzutu wartéci zmiennej
losowe]| jest wariancja.

Wariancja.
Oznaczeni®?X lub ¢ lub VX

DX = E(X — EX?
Dla zmiennej losowej skokowej

D*X =) (% - EX)*p,
Dla zmiennej losowe] ggte]

DX = Ojo(x— EX)* f( X dx
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Wiasnaosci wariancji

aD%c = 0:¢ — stata,

hD(aX) = a* D*(X),

oD(X + b) = DX, b — stala,

0 X, Y= niezalene, toD*(X + Y) = D°X + D?Y
e) D°X = E(X?) — (EX)*.
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Wykorzystanie wtasnagci €)
Z X' P ‘(EX)2 gdy X skokowa
D2X =1 ¢

j x>f (x)dx—-(EX)?  gdy X ciggta

\
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Odchylenie standardowe.
Oznaczeni®X lub o.

DX =4/ D?*X
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Wihasnaosé

J&ili X ma wart@¢ oczekiwan

m | odchylenie standardowz> 0
X—-m

to zmienna Iosowa\Y g | ma

EY=0 i DX=1.
Zmienm losowy Y nazywamy zmienn
losowg standaryzowam.
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Przyktad
Dla zmiennej losowe] oggtosci
() = {Zx x 0< 01> 2

0 xo<o> MamyEX =3 zatem

1 2 1
DX :j(x—g) Eﬂxdxzzj(x3 —ﬂx2 +ﬂx)dxzi
0 3 ) 3 9 18
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Il sposob (na podstawie wiasione))
1 2 1

D*X = sz [(2xdx— (E) :ij?’dx—ﬁ -1 4.1
A 3 A 9 2 9 18
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Przyktad

J&li niezalezne zmienne losowk;

(=1, 2, ..,n) map taka samy wartas¢
oczekiwam m | takie samo odchylenie
standardowes > 0 to zmienna losowaX
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Nierownos¢ Czebyszewa.
J&sli zmienna losowaX ma warté¢
oczekiwam m | odchylenie standardowe

o> 0 to dla dowolnege > 0 mamy
2

PQX—MZs)S%
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Moment rzedu k ( k - liczba naturalna)

m, = E(x)

wtasna¢ e) wariacji mana zapisé
DX = m,—nr.
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Wiasnos¢é. Jeli istnieje m to istnieje g
dla kazdego s < k.

25



Moment centralny rzedu k ( k - liczba
naturalna)

Hi = E((X B Ex)k)

Zauwamy, ze W szczegolrkei

W =0,
U, = D°X.
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wspotczynnik asymetrii (skdnosci)

azto

0.3
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| wspotczynnik skupienia (kurtoze)
k=Ha

0.4
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Zaleznosci miedzy momentamizwyktymi
| centralnymi.

m =3
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W szczegolngci

m, = [, + Ny

M, = [+ 3p,m + Ny

M, = f, + 44y, +64,m7 +m;
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=3
W szczegolnfci

H, =1, — mlz ,

s =My —3mm +2n7

H, = m, —4mm, +6m,ny -3y’
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Kwantylem rzedu p (0 < p < 1) zmienne]
osowe| X o dystrybuancie F nazywamy
Iczbe x,, taky, ze

Flx,)< p<F(x;)
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Zauwamy, ze dla zmiennej losowe]

ciagtej X, wyznaczymy z rOWrgei
Flx,)=p

Kwantyl rzedu 0,5 nazywamynediana.

Kwantyle rzdu 0,25 ; 0,5; 0,75 nazywamy
Kwartylami (drugi kwartyl jest mediag).
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Kwantyle istniej dla kazdej zmiennej losowej,
lecz nie zawszegsnvyznaczone jednoznacznie.

Przyktad.

Dla zmiennej losowe] oggtascl
o 08 xO<0 1>0<2 3> .
()= 0) x(O<0, 1>0<2 3> medla@JeSt

dowolna liczba z przedziatu [1, 2].
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