RACHUNEK
PRAWDOPODOBIENSTWA

WYKLAD 3.

ZMIENNA LOSOWA JEDNOWYMIAROWA.

Zmienna losowa X nazywamy funkej

(praktycznie kada) przyporadkowujca
zdarzeniom elementarnym liczby
rzeczywiste.

X :Q >R




(doktadniey: przeciwobrazy  zbiorow
borelowskich powinny nake¢ do o - ciata
zdarzéd S, co w sSposob rownovuay
mozna zapiséa nastpujaco
{wDQ: X(w) < X}DS)

xR




Przyktady zmiennych losowych
Dla przestrzeni probabilistycznej — dwa

rzuty kostk.

X — suma oczek, (wadoi: 2, 3, ..., 12).

X — wynik rzutu o wgkszej liczbie
oczek (warteci: 1, 2, ..., 6).



Dla rzutu monei az wypadnie orzet.
X — liczba rzutow monetgio wypadngcia
pierwszego orta, (warfoi: 0, 1, ...).

X — numer rzutuw ktorym wypadt
pierwszy orzet, (wartei: 1, 2, ...).



Dla losowego wyboru dwdch punktow w

kole grodku O | promieniu R.

X — odlegt@d¢ miedzy wylosowanymi
punktami, (wartéci: przedziat [0, 2R]).

X — odlegtd¢ srodka odcinka utworzonego

przez wylosowane punkty od punktu O ,
(wartcsci: przedziat [0, R]).



Dla uproszczenia

- zapis P(X< X)
- zapis P(X £X)
- zapis P(X = X)
- zapis P(X > X)
- zapis P(X =X)

oznaczadP({ w2 X(a) <x}),
oznaczadP({ w2 X(aw) =x}),
oznaczadP({ w2 X(a) =x}),
oznaczadP({ w2 X(a) >X}),
oznaczadP({ w2 X(aw) =x}),



zapis P(x; < X< X;) 0znacza
P{ w2 x1 < X(@) <x3}),

- zapis P(x; X< Xy) o0znhacza
P{ w62 x1 s X(@) <Xa}),

- zapis P(Xx;< X<X) o0znacza
P{ w2 x; < X(a) =X2}),

- zapis P(x; X <Xx) o0znhacza
P{ wlie2: X1 s X(W) =Xz},



Zdarzeniom s przyporadkowane podzbiory
zbioru R, musimy tym podzbiorom
przyporadkowa: odpowiadajce im prawdopodo-
bienstwa. Przypormdkowanie to nazywamy
rozktadem  prawdopodobiaistwva zmiennej
losowe|X | 0znaczamyPy.



P, (B)=P(x*(B)) dla BOB(R)
B(R) - zbiory borelowskie

Tak okrglonePyx spetnia aksjomaty
prawdopodobigstwa.



A=XY(B)

B=X(A)

P(A)=R(B)
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Zmienne losowe réwne sobie z prawdopodasieem
1 bedziemy traktowé jako nieodranialne.
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Dystrybuanta zmienne] losowe] X

nazywamy funkeg F:ROJ - R okreslona
wzorem:
F(x) = P(X <X) = Py ((—%,X))
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Wiasnosci dystrybuanty:

a)F jest funkcy niemalejca,

b)F jest funkcy lewostronnie ¢gta,
¢) F(=0) =0; F(w)=1
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d)dystrybuanta zmiennej losowej] wyznacza
jednoznacznie jej rozkiad,

e)P(@a< X <b)=F(b)-F(a); a<b
fP(X=a)=F(a")-F(a), gdzieF(a")
oznhacza granicprawostrony, (jesli a

jest punktem aigtosci dystrybuanty to
P(X=a) =0).
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Uwaga

J&ili funkcja rzeczywista spetnia wiasfoo
a), b), c) to jest dystrybuantpewne]
zmienne] losowe], Je] rozkiad jest
wyznaczony jednoznacznie co oznacza,
rozktady zmiennych losowych
okreslajacych talg dystrybuant map takie
samo prawdopodohistwo dla wszystkich
zbiorow borelowskich.
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Przyktad.

Ponisze funkcje & dystrybuantami.

/

0,5

-0,5

-0,5
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Ponksze funkcje niegsdystrybuantami.

b %

Nie sp. wh. b). Nie sp. wt. a), b), ¢). Nie s@. a), c).
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Przyktad.
Dla jakich wartdci A, B, C, D funkcja

A dla Xx<0

2 <
F(x):<BX dla 0<x<l
C(2-x)+1 dla 1<x<?2

D dla X> 2

jest dystrybuamt pewne] zmienneg]
losowej?
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A =0, D =1 z wlasn&i c). Lewostronna ggtosé jest
zapewniona. Nalg sprawdzt wiasnag¢ a). Aby w
przedziatach funkcje byty niemadee, musi by B >
0, C< 0; oprocz tego naky sprawdzt ta wiasngé
dla
X=1Ix=2.

Dla x =2, C -dowolne.

Dlax=1B<C(2-1)+1, E1.

Zatem ostatecznieB <1 - dowolne, ® C=B - 1.
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Zmienna losowa jeskokowa (dyskretna)
jesli zbior wszystkich jej wartsci jest
skaaczony lub przeliczalny.
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Rozktad zmiennej losowe] skokowejesto okrglamy
za pomog funkcji prawdopodobienstwa:

P(X — Xk) = pk
(Wlasna¢: ;pk =1 p, >0)

Liczby px nazywamyskokami, a wartdci
Xk punktami skokowymi.
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Znapc funkcg prawdopodobigstwa zmiennej losowej
skokowe] mana wyznaczy je] dystrybuang

F(x) = ; o
oraz jej rozktad prawdopodoliistwa
P(XOB)= > p,

x, B

22



Przyktad

Funkcja rozktadu
zmiennej losowe] X dana jest w tabeli:

prawdopodolistwa

Xk

1

2

3

Px

0,2

0,6

0,2
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Jej dystrybuanta ma posta

dla x<1
0,2 dla 1<x<2
F(X) =+
0,8 dla 2<x<3
1 dla X>3

1 AN

08 1 —

0,2

Zauwamy, ze punkty skokowe s
punktami niecigtosci dystrybuanty a skoki
wyznaczay przyrosty dystrybuanty (je]
skoki) w tych punktach.
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Zmienna losowa X o dystrybuandtgestciagta
jesli jej dystrybuanta da siprzedstawd w postaci

F(x) = jx'f(t)dt x OR
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gdzief jest funkcg spetniagca warunki:

f(x)20 xOR | f(t)dt =1

| nazywamy § gestosciag prawdopodobienstwa
zmiennej losowej X.
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Przykiad.

1

AN

=
-

Te funkcje g gestaéciami prawdopodobiestwa
pewnych zmiennych losowychagtych.
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-1 1 05

Te funkcje nie g gestasciami prawdopodobiestwa.
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Wiasnaosci zmiennej losowej cagte;:

b)

c)

d)

P(X <a) = j f (x)dx = F(a)

Plas X<b)=P(a<X<b)=P(a< X<b)=

=P(a< X <h) :T f (X)dx=F(b) —F(a)

P(X >b) :]o f()dx =1-F(b)

P(X =a) =0, dla dowolnega UR:

(brak punktéw skokowych),

e)

F jest funkcy ciggta 1 prawie wsedzie
rézniczkowalry F'(x) = (X) (rownasé
zachodzi dla punktow ggtosci gestasci).
WyznaczaiCc ogStd¢ przez raniczkowanie
dystrybuanty, w punktach w ktérych F nie jest
rozniczkowalna mena przyjpé, ze gstasc jest
rowna zero.
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Przyktad.

Wyznaczymy wartgci ¢ dla ktore) funkcja
f 09 =% da x0(0,1]
0 dla x0(0,1]
jest g:stascia pewnej zmiennej losowe]
Clagte)?
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Aby gestas¢ byta nieujemna i

j f(x)dx =1
musi by¢ ¢ > 0 | pole odpowiedniego
trojkata prostoktnego rowne 1. §tl ¢ = 2.
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Dystrybuanta te] zmiennej losowe] ma
posta

dla  x0O(-e;0] F(X):_LOdt:O

dla XD(O,l] F(X):_[Odt+_[2tdt:x2

0 1 X
dla xO(,«] F(X)=L0dt+£2tdt+j1‘0dt:1
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Ostatecznie

F(X) =+

0 dla
X° dla

1 dla
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Obliczymy prawdopodobfestwo
P(0,25< X 0,75
Sposob I. Za pomaayestasc

0,75
0,75

P(0,25< X <0,75) = j 2xdx =x*| =05

0,25
0,25
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Sposob Il. Za pomacdystrybuanty
P(0,25< X <0,75) = F(0,75) - F(0,25) = 0,5
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Twierdzenie Lebesgue'a o0 rozkiadzie
dystrybuanty.
Kazda dystrybuand F mazna przedstawi w
postaci
F =¢F +c,F, +cF,

gdzie

G+C+G =1 C,C,c20
-1 - dystrybuanta skokowa,
~, - dystrybuanta gpta,
~3 - dystrybuanta osobliwa,
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Uwagi o rozktadzie funkcji zmiennej losowe.

Je&sli X - skokowa, o funkcji prawdopodohistwa
P(X =x) =p,
g - dowolna to funkcja prawdopodohstwa

zmiennej losowej Y = g(X) ma posta

g(x1) g% ... 9 (%)

pr P2 . K

Po uporazdkowaniu rosgco wartagci g(x) |

zsumowaniuodpowiednich prawdopodokistw.
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Dokfadniej

P(Y=y)=P(g(X)=y) = F{{i; (U>(>}< ] x)j )
= YP(x=x)= Yp

{i:g(x)=y} tia0s)=y)
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Przykiad.

X - zmienna losowa skokowa o funkcji prawdopodabte/a:
4 -2 -1 O 1 2
04 0101/ 0,2/0,1 0,2
wyznaczymy funkej prawdopodobigstwa
zmiennej losowe] Y = sgnX ..
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sgn(-4) = sgn(-2) = sgn(-1) = -1.
sgn(0) = 0.

sgn(1l) =sgn(2) = 1.

Zatem funkcja prawdopodolfistwa
zmiennej losowe| Y jest nagiujaca
-1 0 1
0,6/ 0,1 0,3
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X - dana zmienna losowaagta ogestosci f.
Y =g(X) g - borelowska,

tzn. g'(B) OB(R) dla B OB(R),
Wyznaczy gestos¢ g(y) zmiennej losowej Y.

41



1) Jéli g - scisle monotoniczna i rfniczkowalna
w przedziale (a, b) koncentracji X to:

g(y) = f(h(y)Jh'(y)

gdzieh =g™.
Nalezy pamketa¢ o przeksztatceniu przedziatu
koncentracii.
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Przyktad.
J&lli X ma rozktad o gstasc

() = 0 dlax<0
(9= e dax>0 Y:\/Y_Z,

wtedy h(y) =(y+2)°, h'(y) =2(y+2),
9(0) = -2, g) = o0,

(y) = 0 dlax< -2
S 2(y+2)e " dlax>-2;
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2) Jali g - przedziatamécisle monotoniczna i
rozniczkowalna w przedziale (a, b) koncentracji X to:

o(y) =Zkl f(h ()R ()

gdzie h - funkcje odwrotne do g dla
poszczegolnych przedziatow,

k - liczba wartaeci funkcji odwrotnej
odpowiadagcych danemu .
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Przykiad.
Y = |X|, wtedy 9(y)=f(-y)+f(y) y>0,
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Przyktad.
Y = X%, wtedy

g(y)=f(-ﬁ)$+f(ﬁ)% y>0

2.y ,
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W niektorych zagadnieniach wyznaczania rozkiadu
funkcji zmiennej losowej najpierw wyznaczamy

dystrybuant rozktadu zmiennej losowej Y = g(X), wg

schematu

F(y) = P(Y <y)=P(g(X) < y) = P(X Dg™((-,y)) < y)
nastpnie j&li to mozliwe, wyznaczamy funkej
prawdopodobigstwa (gdy jest to rozkiad

skokowy) lub gstas¢ (gdy jest to rozkiad ggty).
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Przyktad.

Jesli X ma rozkiad o gstosci
0 dax0[o, 3]

f(x) =
(%) % dIaxD[O,3] (rozktad jednostajny na [0, 3])

Y =max2,X).
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wtedy

R () =P(Y < y) = P(max@ X) < y)=
(0 dla y<2

:%y dla 2<y<3

1 dla y>3

\
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Nie jest to ani rozkiad skokowy aniagly. Nie mana wkc
wyznaczy ani funkcji prawdopodobiestwa ani gstaci.

Jest to rozktad mieszany skokowo -agly i zgodnie
z twierdzeniem o rozkiadzie dystrybuanty paem
dystrybuang mazna przedstawiw postaci

F, =¢F +CF

_ . (y) = 0 dla y<2
gdzie ¢=2/3,"Y 7 dla y>2,

(0 dla y<?2
y-2 dla 2<y<3

_ Fz(y):4
C =113, 1 dlay>3
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