RACHUNEK PRAWDOPODOBINSTWA

WYKLAD 2.

Prawdopodobiaistwo warunkowe.
Niezaleznos¢ zdarzen

Przyktad.
Rzucamy raz symetryczm sz&cienna kostka.

Badane zdarzenie A = {2, 4, 6} - wypadia
parzysta liczba oczekma szang zajscia
rowna 0,5

Zdobylismy informacje, ze wypadty najwye]
trzy oczka (zdarzenie B = {1, 2, 3}).



Zatem maemy oceni, ze Szansa otrzymania
parzyste] liczby oczek gdy wiemyze nie
wypadly wecej niz trzy oczka wynosi

(zawezenie przestrzeni probabilistycznej do B)
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lub dziehc licznik 1 mianownik przez
Q|={ 123456}/ =6

{246} n {123}
(2] _[246}n{123) _ [{123456] _
1123 {123 (123}
{ 123456}

=

_P(AnB) _g_1
- P(B) 3 3
6




Zatem uzyskanie informacji o Zaju zdarzenia B
zmienia oce@ szansy zdfia zdarzenia A (takie
zdarzenia pgniej okr&limy jako zalene).



Gdybysmy natomiast uzyskali informag] ze
wypadty najwyzej cztery oczka

(zdarzenie C ={1, 2, 3, 4})
to szansa otrzymania parzyste] liczby oczek gdy
wiemy, ze nie wypadly wgce] niz cztery oczka
wynosi tez 0,5.



Zatem uzyskanie informacji o Zaju zdarzenia Qe
zmienia oceny szansyzagcia zdarzenia A (takie

zdarzenia pgniej okr&limy jako niezalene).



Jesl| P(B)>0, BUS o okr&lamy
prawdopodobienstwo warunkowe dowolnego
zdarzeniaA pod warunkiemze zaszto zdarzenig

(e - A0

ALS

Piszic P(AB) bedziemy domylnie zaktada, ze
P(B) >0 .



Wiasnosé.

J&li (Q,s,P) jest przestrzeniprobabilistyczg i
P(B)>0, BOS tO

(@,sP) gdzieP (A =P(AB), AOS jestréwniez
przestrzery probabilistyczn.



Dowod.
) P(A20boP(B)>0 P(AnB)20, AOS
P@nB)_P(B)_,
P(B)  P(B)
1) A, Ay, ... - zdarzenia parami wykluczae

Sie
{(37)e)_{Gana)

P(B) P(B)

”) P (Q)=1bo

P(UA) =




Uwaga.
P(An B) = P(A)P(B|A)

wynika z okrélenia P(B|A)
Podobnie
P(An B) = P(B)P(AB)
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Powyzszy wzor mana uogolné nasg¢pujaco:
Niech

P(AnNAN..nA)>0
wtedy

P(ALm A n..n A1)=
= P(A)P(A/A)D.P(A|A 0 A 0.0 AL



Przykiad.

Sygnat przechodzi przez trzy stacje przekiowe.
Pierwszy przekanik przekazuje sygnat
z prawdopodobigsstwem 0,9. Drugi przekaik
przekazuje sygnat otrzymany z pierwszego
przek&nika z prawdopodobistwem 0,8. Trzeci
przekazuje sygnat otrzymany za spsdnictwem
pierwszego i drugiego przekaka

Z prawdopodobigstwem 0,5. Jakie jest
prawdopodobigstwo dotarcia sygnatu?

Niech A - i-ty przeka&nik przekazat sygnat.
Nalezy obliczye P(An A n A).

Korzystamy ze wzoru na prawdopodaisavo
lloczynu trzech zdarze

P(A n A n A)=P(A)PAIA)P(AJA 0 A) =
=0,90,80,5=0,36
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Twierdzenie (o prawdopodobidéstwie catkowitym)
Niech zdarzenid\, A,, ..., A,, spetniag warunki:
A, A, ..., Ay, 3 parami wykluczajce se,
ADAD.LOA=Q

(o takim uktadzie zdardemowimy, ze jest
zupetny)

P(A)>0,1=1,2,..,n.

wtedy dla dowolnego zdarzerta

P(B)=P(A)PEA) + PAIPEA) +...+ AIP(EA) =
=Y PAPEA)
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Dowod. Z zatldenia o ukiadzie zupelnym i
definicji prawdopodobigstwa warunkowego
mamy

P(B) = P(iL:Jl(B m A)j =
_ZP(Bﬂ A)= ZP(A)P(B‘A)
& L \ NI

L T
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Twierdzenie (Bayesa)

Niech zdarzeniad\,, A, ..., A,, spetniag warunki
poprzedniego twierdzenia.

wtedy dla dowolnego zdarzenid takiego, ze
P(B) > 0 mamy:
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P(A)P(BA) _
P(B)
_ P(A)P(BA) _
P(A)P(BIA)+P(A,)P(B|A,) +...+ P(A)P(B|A)
_ P(A)P(B|A)

> P(A)P(BJA)

P(A|B) =
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Uwaga.
Niekiedy  prawdopodobifstwo  warunkowe

P(AlB) nazywa s prawdopodobigstwem
a posteriori (po dadwiadczeniu) w odranieniu od

P(A) nazywanego prawdopodohstwem
apriori (przed déwiadczeniem).
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PR

Thomas Bayes (1702—1761) brytyjski matematyk |
duchowny prezbiterisski, znany ze sformutowania
opublikowanego paniertnie twierdzenia Bayesa, ktore to
zapoczatkowato dziat statystyki.
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Przyktad

W urnie pierwsze] jest 7 kul bialych

| 3 czarne. W urnie drugiejas4 kule biate 1 6

czarnych. Rzucamy kostk jesli wypadnie liczba

oczek podzielna przez 3 to losujemy jedkule

Z pierwszej urny, w przeciwnym przypadku losujemy

jedm kule z drugiej urny.

a)Jakie jest prawdopodoliistwo wylosowania kuli
biatej?

b) Wylosowana kula okazatacdbiata, jakie jest
prawdopodobigstwo,ze wylosowanog z pierwszej
urny?
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A; - losowanie z i te] urny,
P(A) = 1/3, P(A) = 2/3,

B - wylosowania kuli biatej,
P(BJA) =07 P(BA,) =04
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Ad a) Z twierdzenia o prawdopodohgtwie
catkowitym mamy
P(B) = P(A)P(B/A) + P(A,)P(BA,) =

:10,7+EO,4: 05
3 3
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Ad b) Z twierdzenia Bayesa mamy

1
P(AP(BIA) 32 7

P(B) 05 15

P(A[B) =

22



ZdarzeniaA i1 B 53 niezalezne gdy

P(An B)=P(A)P(B) A,BOS
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Zauwamy , ze jesli zdarzenie A jest niezatae
od zdarzenia B to

P(AB) = P(A)
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Ogalnie.
Zdarzenia®w--- Ay (N22) 53 niezaléne, j&li

P(A n..0 A)=P(A)L.IP(A)

J1<i <i,<..<i <n k=2
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W szczegolnéci dla n=3.
Zdarzenia A, B, Cs niezalene, jgli

P(An B) =P(A)[P(B)
P(An C)=P(A) IP(C)
P(Bn C) =P(B) IP(C)
P(An Bn C) =P(A) P(B) P(C)



Uzupetnienia.

Poniszy przyktad pokazujese przy badaniu wptywu
jednego zdarzenia na inne liczye snie fakt jego

fizycznego zajcia lecz uzyskanie informacji o jego

wyniku.
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Przyktad.

W pudetku mamyd > 1 zarowek dobrych w zarowek
wadliwych. Losowo wycigamy jeda zarowke |

odktadamy 3§ poza pudetko bez aglania po czym
losujemy nasipng. Jakie jest prawdopodolhistwo
wylosowania za drugim razem dobgayowki.
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D; - zdarzenie polegage na wylosowaniu za i - tym
razem dobrejarowki, i = 1, 2.

W, - zdarzenie polegage na wylosowaniu za i - tym
razem wadliwegarowki, i =1, 2.
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Z twierdzenia o prawdopodolfistwie catkowitym
mamy

P(D,) = P(D,|D,)P(D,) + P(D,W )P(W,) =

_ d-1 d d W

S d+w-1d+w d+w-1d+w

_ dd-1)+dw _  d(d+w-1) _

B (d +W—1)(d +W) B (d +W—1)(d +W) B
d

= = P(D,)

(d+w)
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Prawdopodobiaistwo "przysztych" zdarzen.

J&sli w wyniku doswiadczenia wiemyze zaszto
zdarzenie A | naspnie zdzie wykonane kolejne
doswiadczenie w wyniku, ktorego me zagé
zdarzenie B to z twierdzenia o prawdopodabieiie
catkowitym mamy

P(B|A) = Z P(A|A)P(B|A n A)
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Uzasadnienie. Przeksztalgajprawg strore

otrzymamy

> PAJAP(BIA 0 =3 70 LB AL -

iP(BnAnA)

P(A)
P(O(BnAnA)j P(Bn AanJ(A)j
TP i PA

_P(BmAnQ)_P(BnA)_P(B‘A)
~ P(A P(A
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Przyktad.

W | pudetku mamya > 1 zaréwek dobrych ib
zarowek wadliwych. W Il pudetku mamyg > 1
zarowek dobrych id zaréwek wadliwych. Najpierw
rzucamy monet symetryczn, jesli wypadnie orzet
losowo wychagamy jedm zarowke z | pudetka, w
przeciwnym przypadku wyggamy jedn zarowke z

Il pudetka. Wylosowana w ten sposaarowka
okazata si dobra. Nasipnie losujemy drugzarowke

Z tego samego pudetka. Jakie jest
prawdopodobigstwo wylosowania za drugim razem
dobrejzarowki.
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A; - zdarzenie polegage na wylosowaniu i - tej urny,
=1, 2.

A - zdarzenie polegage na wylosowaniu za
pierwszym razem dobreparowki,

B - zdarzenie polegage na wylosowaniu za drugim
razem dobretarowki,
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P(A)=P(A)=05;

a

P(AA) = —B+D_
R

a+b c+d
C

P(A,|A) = —C+d

a C
+

a+b c+d
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a—1

P(B|A n A) =

P(B|A, n A) =

a+b-1

c—-1

c+d-1



Zatem
P(B|A) = P(A|A)P(B|A n A)+P(A,|A)P(B|A, n A) =

a C

_ a+b B a-1 + c+d B c-1 _
a N C a+b-1 a + C c+d-1
a+b c+d a+b c+d

a(a-1) . cfc-y
(a+b)a+b-1) (c+d)(c+d-1)

a C
+

a+b c+d
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Problem ruiny gracza.

W jednej partii gracz A wygrywa od gracza B 1zt z
prawdopodobigsstwem p Iub przegrywa 1zt z
prawdopodobigstwem g = 1 - p. Pogikowo gracz A
ma K ztotych, gracz B ma
n - k ziotych. Gra kficzy st gdy jeden z graczy
zostanie zrujnowany.
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Pk - prawdopodobigstwo, (k =0, 1, ... , nke Anie
zostanie zrujnowanygdy ma pocgtkowo k ztotych.
Oczywikcie p =0; p = 1.
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Ze wzoru na prawdopodoliigtwo catkowite mamy
P = P [P+ Py L= P) k=12,..n-1

Zapiszmy § rownas¢ W postaci

(p+ (- p))pc = Pea [P+ P [(1- P)
stad

Pesa ~ P _ 1-p
Py = Pra P
zatem cig
A = Py = Py
_1-p
jest cagiem geometrycznym o ilorazi - T

a)J&li p=05 jest to cyg staty o wyrazach rownych
P1.
SAd pc=kpri1skorop=1top =1/n oraz
_k
- n
b) jesli p#05 jest to suma wyrazéwagu a, = p, [
k=1, 2, ...,nwynosi

Py

_ 1
ata t..ta = pl(:]_+q+q2+...+qk 1): P, 1—q
z drugiej strony
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a+a,+o+a =(p - po)+ (P p)* o+ (P~ Pea) = P P = P
stad

1_ k
P =P 1_2 k=12,....n
Wartes¢ pp wyznaczamy z warunku ,p= 1
1-9q

(podstawiamy k =n). §d P~ 1-q" CO ostatecznie

daje
k

1 L 1_pp

_1=q _ _

= = k=12,...n
Py 1-q ],

=
I
-
©

©
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