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1. Przestrzaa probabilistyczna

Jesli badamy déwiadczenie losowe to jego
model matematycznypowinien zawier&

trzy elementy:

= zbiér maliwych wynikow dawiadczenia,
= zbior zdarze,

" ocere szansy zdfria zdarzé w skali [O, 1].

Te trzy elementyacznie nazywamy
przestrzenia probabilistyczna.

(Q.S, P —przestrzen probabilistyczna
(matematyczny model zjawiska losowego),

Q — zbidor wszystkich zdaraeslementarnych,

S-zbidr zdarze, (w praktyce - podzbiory
zbioruQ),

P — prawdopodobiestwo (funkcja
przyporadkowujgca zdarzeniom szafigh
zajgcia).
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Uwaga. Méwimy, ze zaszio zdarzenie
A jesli wynikiem ddwiadczenia jest
dowolne zdarzenie elementarne <A
(zdarzenie sprzyjage dla A). Zatem
zdarzenia identyfikujemy z podzbiorem tych
zdarzé elementarnych, ktére mu sprzyjaj

Poniewa zdarzeniagzbiorami to
bedziemy stosowadziatania na zbiorach do
zapisu dziata na zdarzeniach.

suma zdarze A B AL B
iloczyn zdarzé A,B AnB
zdarzenie przeciwne do

zdarzenia® A =Q - A

roznica zdarzﬁA, B A-B



Mowimy, ze:
zdarzenie A pociaga zdarzenieB gdy
ALB

zdarzenia AB wykluczaja Sie
(sa roztaczne) gdy AnB =0,



Zbior zdarzé S powinien spetnta warunki
(Jest too - ciato zdarzen):

sy QUS
(S-1I)  Jali AOSto AUS

(S-I)  J&li A0S i=12..t0 UADS

J&li warunek (S-llIl) zasjpimy stabszym
warunkiem (S-II1")

(S-11N  Jali ABOS.. to AUBUOS

to S nazywamyiatem zdarzea | oznaczamy &



Dla danegoQ mazna teoretycznie przyg

rozne o - ciala zdarzé (o0 r&nym
"bogactwie" zdarz®).

Na przyktad.

1) s={0,9},

2) s={0.Q.AA} dla ustalonegar T Q,
3) S =rodzina wszystkich podzbiorow zbddu



Dla Q o skaiczonej lub przeliczalnej liczbie
elementow zwykle przyjmuje i ze
zdarzenia to dowolne podzbiory tego zbioru
co zapisujemys = 2% Jub S=P(Q)



Gdy Q jest zbiorem nieprzeliczalnym np.
Q = R, nie naley jako rodziny zdarze
przyjmow& 0 - ciata generowanego przez
wszystkie zdarzenia jednoelementowe, wtedy
bowiem nie mana rozpatrywéa zdarze typu
"wartos¢ obserwacji jest mniejsza od a", taki
przedziat nie jest ani przeliczalnsuny
zbiorow jednopunktowych ani dopetnieniem
takie] sumy.



Jeeli jako S przymiemy ¢ - ciato
generowane przez zbiory posta(ciw,a) to

wszystkie przedzialty dula zdarzeniami,
bowiem w szczegolrigi

a,b) = (- c0,b) - (- ,a)

:a, b] = (o.j‘[a, b+ 1]

n

(a,b]:[l[a+1,b

n -

{a} =(-,a] n [a,)

Ponadto zdarzeniamigswszystkie zbiory
otrzymane jako wyniki sum, iloczynow
| dopetnied na przedziatach.



Takieo - ciato podzbioréw proste] nazywamy

o - clalem zbiorow borelowskich i
oznaczamy B(R).

Praktycznie wszystkie zbioryg $orelowskie,
zbiory nieborelowskie istnigj trudno poda
konkretny przyktad takiego zbioru bo ich
konstrukcja jest nieefektywna.

Gdy Q = R, nie naley jako rodziny zdarze
przyjmowa& wszystkich podzbiorow bowiem
na tak "bogatym't - ciele nie da siokresli¢
poprawnie prawdopodolistwa.
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Emile Borel (1871 - 1956) - francuski matematyk,
pionier teorii miary.
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Henri Lebesgue (1875 - 1941) — francuski
matematyk, pionier teorii miary.
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Aksjomaty prawdopodobienstwa:
(PI) P(A)20 ADS

(PI) P(Q)=1
(PII) P(AOADO..)=P(A)+P(A)+.....

A US; parami wykluczaice sé.
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Andrie] Kotmogorow (1903-1987)- rosyjski
matematyk, m.in. sformutowat aksjomaty
prawdopodobigstwa.
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Wiasnaosci prawdopodobieastwa
a) P(D) - O

, P(A)=1-P(A
gdzie A" =Q - A jest zdarzeniem przeciwnym

» Jeli zdarzenia A+ n wykluczaj sie, to

PAO..0OA)=PA)+..+PA,)
o P(AUOA)=P(A)+P(A)-P(ANnA) AALS

» P(A)<P(A) dla AOA A ADS

y JEli

A OA, 10 P(A-A)=PA,)-PA)
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J&lli zdarze elementarnych jest skozenie
wiele 1 9 one jednakowo prawdopodobne to
mozemy skorzystaz tzw.klasycznej

definicji prawdopodobienstwa.

P(A) = W _liczba zdarze — elementargch sprzyjagcych
Q| liczba wszystkichzdarze — elementargich

ALS
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Uwaga.
Liczba permutacji zbioru n elementowego

WYynosi
P =nl

Liczbak wyrazowychwariacji z
powtorzeniami zbiorun elementowego wynosi

WK = K

n

Liczbak wyrazowychwariacji bez
powtorzen zbiorun elementowego

(k<n) WYNOSi
n
V) =
(n—K)!
Liczbak wyrazowychkombinacji zbiorun
elementowego{ = N) wynosi

« (N} n
“ =k K(n-k)
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Przyktad

W portfelu mamy umieszczone
w przypadkowy sposdb 1000 zt w
banknotach po 200 zt i 100 zt. Wiadonie,
banknotow po 200 zt jest dwa razycoe
niz banknotow po 100 zi. Wymujemy
losowo z portfela 3 banknoty. Jakie jest
prawdopodobigstwo, ze wyjcte banknoty
maj tacznie warte¢ 500 zt ?
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Dyskretna przestrzen probabilistyczna.
Niech @ ={a,,@,,.}, S=2°

Je&sli okreslimy prawdopodobigstwo dla
zdarzé jednoelementowych

Pa})=p
gdzie p; 20 Z pi =1
wtedy dla® = {wll W, ’} mamy

P(A) = Pliw, @,.4)= Plw } 0{w,}0..)=

el o) =0, .
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Prawdopodobiaistwo geometryczne

Jesli zdarzenia elementarng podzbiorem o
mierze skéczonej przestrzerm'

(jesli n =1 to miag jestdiugos¢,
dlan = 2pole,

dlan = 3 objetos¢)

| s3 one jednakowo prawdopodobne to
stosujemy tzw. prawdopodobienstwo
geometryczne.

P(A) = rr.laraA ATS
miara Q
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Przyktad
W trojkacie réwnobocznym ABC o boku

a losowo wybieramy punkt D. Jakie jest
prawdopodobigstwo, ze trojkat ABD ma
pole nie wegksze ni potowa pola trojkta
ABC ?
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Zbiorem zdarze elementarnycl@ jest zbior
punktow trojlgta ABC zatem miardd jest
a?/3 |

rowna — 4, , hatomiast zbiorem zdanze
sprzyjapcych jest zbior punktow trapezu
o0 dolnej podstawie AB | gornej podstawie
EF, gdzie E, Fasrodkami bokow BC 1 AC.
Zbior zdarzé sprzyjagcych ma
(z podobi@astwa trojlgtow) miae
aZ\/§ a?./3 az\/é

4 — 0,25 4 — 0,75 4 -
Wiec szukane prawdopodoliwo wynosi
0,75.

Ten sam wynik mzna szybko uzyska
rozpatrugc podziat trojlsta ABC na cztery
rownoboczne trojty przystagce.
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Okreslanie prawdopodobiaistwa naQ = R.
Dziatania skaczone na przedziatach
[ab)OR (a, b - mog byé¢ nieskaczone)
wyznaczaj ciato zbiorow %.

Okresla sk najpierw prawdopodobistwo
na zbiorach tego typu 1| Kkorzysta
Z twierdzenia Caratheodory'ego
0 Jednoznacznym rozszerzeniu tego
prawdopodobigstwa nac - ciato zbiorow
borelowskich. Zauwany, ze najmniejszym
O - clatem zawieracym & jest B(R), czyli
O - ciatozbioréw borelowskich.

23



Constantin Carathéodory (1873 - 1950) -
matematyk pochodzenia greckiego. Jego prace
dotyczyty m.in. teorii miary.
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Wygodnym sposobem okdlenia
prawdopodobistwa na zbiorachla.b)OR

jest zastosowanie funkcji F:RUI - R
0 wiasndgciach:
1. F jest funkcy niemalegca,

2. F jest funkcg lewostronnie cigta,
3. F(-)=0; F(w)=1

(funkcje o takich wiasnwiach ledziemy
nazywa dystrybuanta).
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Takie funkcje istnigj, np.

a)

b) F(x):{

Nastpnie okrélamy
P(lab)) = F(b) - F(a)

jest

prawdopodobigstwo na ciele &

F(x):{

to

0
1

0
1-e™”

Xx<0
x>0

Xx<0

x>0

dobrze
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Uwaga

Jali mamy  maliwos¢  wielokrotnego

powtarzania  (hiezakmie) dawiadczenia

losowego w tych samych warunkach to
mozemy wyznaczy przyblizong wartas¢

prawdopodobigstwa wybranego zdarzenia A

P(A)= -

gdzie

n—liczba wykonanych dwiadczé;

k—liczba tych déwiadczeé w ktdrych zaszto
zdarzeniéA.

Sposob ten stosujecsiv statystyce.
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Przyktad
Doswiadczenie: rzut symetryczrkostks,

Zdarzenie A: licz
(zdarzenia sprzyj

Przykladowa rea

pa oczek podzielna przez 3
ace: 3106).
izacja 1000 rzutow:

100

200

300

400

500

600

/700

800

900

1000

n/k

0,31

0,35

0,353

0,340

0,336

0,342

0,333

0,338

0,334

0,337

Wykres przyktadowej realizacji potwierdza
przypuszczenieze ilorazk/ndazy do 1/3
(prawdopodobigstwo zdarzenid).

PRZYBLIZANIE PRAWDOPODOBIENSTWA

<0,3900

=0,3600
E 0,300
0,300
02700
§0,2400

VA S N

¢
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liczha rzutow
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