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Parametry procesu stochastycznego

(Q, S, P) - ustalongrzestrzen probabilistyczna.
T O R, przedziat (skiczony lub nieskaczony), lub podzbiér dyskretny.

Def.
Funkcg X:TxQ - R nazywamyprocesem stochastycznyrjesli
L L {w:xtw<xOs
tdT xOR
czyli dla kazdego ustalonego t funkcja X roz#ena jako funkcja argumentw jest zmienn
losowg.

Najczsciej w zastosowaniach interpretujemy t jadaas
Stosujemy zapis X(t,«) = X, («)

Przyktfad.
Amplituda nap¢cia generowanego przezagnice pradu zmiennego zahy od czynnikéw
losowych i mae by zapisana jako proces

X(t) = Asinat

w- stata okrélajagca czstotliwose,
A - zmienna losowa o rozktadzie np. N(230, 5),
t - czas, tJ R.

Realizacje procesu




Np. dla wartéci parametrut = 0 otrzymujemy zmienp losowa X, 0 rozktadzie

jednopunktowym (o wartgi zerowej), dla wart@i parametrut = ZL otrzymujemy
w

zmienry losowg X . =A o0 rozkladzie N(230, 5), dla wakm parametrut = j_n
o w

2w
otrzymujemy zmienglosowg X ;. =-A .

2w

Dla ustalonega [1 Q idowolnego t1 T przyjmujemy

X(t) = X(t,a)
Funkcjax okreslona na T nie ma charakteru losowego, nazywamgglizacja procesu
stochastycznegdwyraza ewolucg w czasie wybranego zdarzenia losowego).

W powyzszym przyktadzie proces ma nieskaenie wiele realizacji.

Np. dla wartéci zmiennej losowej A rownej 230 otrzymujemy realig w postaci sinusoidy

o amplitudzie 230 i ustalonej gztotliwosci, dla wartdci zmiennej losowej A z przedziatu
[225,239  otrzymujemy rodzia realizacji w postaci zbioru sinusoid o amplitudach
z przedzia}u[225,23ﬂ I ustalonej cestotliwosci (mozna powiedzié, ze § to najbardziej
typowe realizacje).

Wartdici procesu nazywanmstanami.
Zbior wszystkich stanéw nazywanpyzestrzenia stanow.

Przyktadowe rodzaje procesow

Stany Czas Przyktad nazwa procesu
C C jak wyzej, lub proces Gaussa, CcC

C D n - wymiarowy rozktad normalny, CD

D C proces Poissona, DC

D D tancuchy Markowa. DD
Przykfad.

X — czas uzyskania pmizenia z okrdong strory internetovd, jesli polecenie palczenia
zostato wydane na przeglarce w chwili t. Jest to proces typu CC.

Przykfad.
{Xn,n=1, 2, .., 7} czas efektywnej pracy modesanego komputera w poszczegélne dni
konkretnego tygodnia. Jest to proces typu CD.



Przykfad.
X¢ — liczba uczestnikbw forum dyskusyjnego na ékneej stronie internetowej,
zalogowanych w chwili t. Jest to proces typu DC.

Przykfad.
{Xn,n =1 2, .. 365 (366)}— liczba zalogaw&omputerow do danego serwera

w poszczegolne dni konkretnego roku. Jest to priygasDD.

Niech § <t < ...<}.Rozpatrzmy n wymiarogwzmienna losow

(e X e X, )

Rozklad prawdopodobistwa tej zmiennej losowej hazywamywymiarowym rozktadem
procesu stochastyczneg@a dystrybuant tej zmiennej losowej nazywamy-wymiarowa
dystrybuanta procesu stochastycznego

Uwaga.

1) Nie kazda funkcja ktora dla ustalonego t jest dystrybgiamtwymiarowej zmiennej
losowe] mae by dystrybuany procesu stochastycznego. Maisby¢ dodatkowo
spetnione tzw. warunki zgodsa.

2) Znajoma¢ dystrybuanty n-wymiarowej dla dowolnego n, tznajpma¢ wszystkich
rozktadow skaczenie wymiarowych procesu stochastycznego nie slakree sposob
jednoznaczny procesu stochastycznego. Niektoreepyomaj taky wtasnag¢, 3 to np.
procesy érodkowe.

Parametry procesu stochastycznego.

Warto$¢ oczekiwana procesu
m(t) = E(X,)

Wariancja procesu.

V(1) = D2(t) = o(t) = E{(X, - m(t)?)

Odchylenie standardowe procesu to pierwiastek z wancji procesu.

Autokowariancja

K(t,,t,) = E((th - m(t1))(xt2 - m(tZ)))

Autokowariancja unormowana (wspotczynnik autokorelaji procesu)
Ktt,)  _ K(tt)
Wt)YWV(t,) D(t)D(,)

R(t,,t,) = E(X, X, )

p(t,t,) =

Autokorelacja



Wiasnosci:

1) V(t) =D*(t) =o°(t) = K(t,1)

2 K (t,.t,) = R(t, t,) - m(t,)m(t,)
3) Kt t)] < V(L V() = D(t)D(,)
2 V(t) = D2(t) = o?(t) = E(X2) - (EX, |
Uwaga.

1. Z powyzszych whasnéci wynika, ze praktycznie wystarczy wyliczym(t) i R(t;,t,)
a pozostate parametry uzyskamy na ich podstawie.

2. Przy obliczanium(t )i R(t,,t,) przydatne bywajnastpujace zalénosci znane
z rachunku prawdopodolgistwa

EX?=D2X +(EX)’,  bo D?X = EX? - (EX)?
EXY =Cou X,Y) + EXEY bo CouX,Y)=EXY-EXEY
Cov(X,Y)
X,Y) = pDXDY =
CoUX.Y)=p bo DXDY
Przykifad.
Obliczymy parametry procesX (t) = Asinat, tOR.
w- stala,
A - zmienna losowa o rozktadzie np. N(230, 5),
Rozwigzanie.

Wartas¢ oczekiwana wynosi
m(t) = E(X, ) = sinatEA= 230sinat

Autokorelacja wynosi
R(t,,t,) = E(thxtz): E(Asinat, Asinat, ) = sinat, sinat,E(A?) =
= sincutlsincutz(DzA+ (EA)Z): sinat, sinat, (25+ 230 ) =
=52925%ina, sinat,

Autokowariancja wynosi

K (t,,t,) = R(t;,t,) - m(t,)m(t,) = 25sinat, sinat,

Wariancja wynosi

V(t) = 25(sinat |



Zauwamy, ze dla wartéci parametru = k_n k =0,+1+2,.... otrzymujemy zmien
w
losowg o rozktadzie jednopunktowym i wtedy wariancjaqesu jest zerowa.
Wspotczynnik autokorelacji procesu wynosi
_ K(@,t,) _  25sinat;sinat,  _
p(,t,) = = . . =
WV)WV(L,) +/25sinat, 4/25sinat,

Oznacza toze zmienne losowe twagze procesgw petni skorelowane, tzn. zmienna losowa
X,, jest funkcja liniovg od X .

Mamy X, =kX,, gdziek= M
: : sinat,

Przyktfad.
Obliczymy parametry procesiX (t) = At?, tOR.
A - zmienna losowa skokowa o funkcji prawdopodabtea

-1 1

0,5 0,5
Rozwigzanie.
Zauwamy, ze rozpatrywany proces ma tylko dwie realizaggrabot y =t* i parabod
y=—t%.

Wartas¢ oczekiwana wynosi
m(t) = E(X,)=-05+05=0

Autokorelacja wynosi

Rty t,) = E(X, X, )
= t2t2(D2A + (EAY)

E(APAL) = 22E(A%) =
tt(1+0) =t}

Autokowariancja wynosi
K ('[1,'[2) = R(tlitz) - m(tl)m(tz) = t12t22

Wariancja wynosi
V() =t*
Zauwamy, ze dla wartéci parametrut = 0 otrzymujemy zmienp losowy 0 rozkladzie

jednopunktowym i wtedy wariancja procesu jest zexoWraz z bezwzglinym wzrostem
t wariancja gwattownie Kmie.

Wspotczynnik autokorelacji procesu wynosi

K(tvtz) —_ t12t22 _1

t,t,) = _ _
A= TONG) o e




Oznacza toze zmienne losowe twagze procesgw petni skorelowane, tzn. zmienna losowa
X,, jest funkcja liniovg od X .

2
Mamy X, =kX,, gdziek:(tt—zj :

t
1

Przyktfad.
Obliczymy parametry procesu

X({t)=At+B, tor
A, B - zmienne losowe o parametrach EA = 0; EB £¥0°A = 1, D’B = 2; cov(A, B) = -1.
Rozwigzanie.
Wartas¢ oczekiwana wynosi

m(t) = E(X,) = E(At+ B) =tEA+ EB=1
Autokorelacja wynosi

R(t, t,) = E(x, X, )=E((At, +B)At, +B))=

= E(a%,t, + AB[t, +t,)+B?)=

=t,t,E(A)+(t, +t,)E(AB)+E(B?)=

=t,t,(D?A+ (EA? )+, +t,)(cov(A B) + EAEB)+ D?B + (EB’ =

=t,t,(1+0)+(t, +1,)(~1+0M)+2+1=1,t, -t, —t, +3
Autokowariancja wynosi

K(t,t,) = R(t,,t,) -m(t, )m(t,) = t,t, -t, —t, +2
Wariancja wynosi
V(t)=t?-2t+2=(t-1P+1

Zauwamy, ze wariancja tego procesu jest nie mniejszalmila dowolnego t.

Wspotczynnik autokorelacji procesu wynosi

K(t,t,) _  tt,—t —t,+2

No)WNVE,) \/(tl —1f +1\/(t2 ~1f +1

Proces stochastyczny X nazywaprpcesem o przyrostach niezalaych, jesli dla
dowolnego naturalnego n, dowolnych <tt; < ... <t zmienne losowe

X1 Xe = Xy yoereens X = X

p(t,t;) =

Sa niezalene.
Przykfad: proces Poissona, proces Wienera.



Proces stochastyczny X o przyrostach niezaleh nazywamyednorodnym, jesli dla
dowolnego nieujemnego t, X(&) = 0 i dla dowolnych jt< t rozktad r@nicy zmiennych
losowych

Xy, — Xy,
zalezy tylko od r&nicy bt -t (nie zaley od t ).
Przykfad: proces Poissona.

Proces stochastyczny nazywaprgcesem normalnym (procesem Gauss#sli wszystkie
n-wymiarowe rozktady tego procesyrsormalne.

Jednorodny proces normalny o przyrostach niengteh dla ktérego
m(t) =0
V({t)=ct c=const c>0
nazywamyprocesem Wienerajprocesem ruchu Browna.

Procesy stacjonarneto procesy, ktérych realizacje mapost& losowych odchylgé od
pewnej wartéci i charakter tych odchyfenie ulega zmianie w czasie np. e w sieci
energetycznej, szumy losowe w radiotechnice. Dlacgsdéw stacjonarnych fatwo
eksperymentalnie wyznaaozgharakterystyki.

Proces jesstacjonarny w wezszymsensig(scisle stacjonarny) gdy wszystkie jego
charakterystyki nie zalg od czasu.

Proces jesstacjonarny w szerszynsensie(stabo stacjonarny) gdy ma stavartas¢

oczekiwan a jego funkcja autokowariancyjna zatevytacznie od ranicy argumentow tzn.

m(t) = m = const

K(s,t) =k(t—-s)=k(r) r1=t-s

J&li charakterystyki istnigjto kazdy procescisle stacjonarny jest stabo stacjonarny,

odwrotna wtasn& nie musi zachodzi(wyjatek - procesy gaussowskie).

Zadania

Zadanie 1.
Wyznaczy parametry procesu  X(t) = At* + B€', gdzie A, B to nieskorelowane
zmienne losowe o parametrach: EA = 2; EB =-AB 1, D’B = 3.

Zadanie 2.
Wyznaczy parametry procesu  X(t) = At+ B, gdzie A, B to zmienne losowe

1 04
o parametrach: EA = 0; EB = 0, i macierzy kowarjamc = {04 15}.



Zadanie 3.
Wyznaczy parametry procesu  X(t) = At+1, gdzie A jest zmienpnlosowy o rozktadzie

jednostajnym w przedziale (0, 1). Jak wagsj realizacje tego procesu? Ktore z peaiych
funkcji 3 realizacjami tego procesu@(t) = 03t +1; x,(t) =-03t +1; x,(t) =2t +1.

Zadanie 4.
Wyznaczy parametry procesu  X(t) = At— ,3)dzie A jest zmienplosowy 0

rozktadzie N(3, 1). Jak wygfllaj realizacje tego procesu?

Zadanie 5.
Wyznaczy parametry procesu  X(t) =cos¢ + B , pdzie B to zmienne losowa o

rozktadzie jednostajnym w przedzigle, ).

Zadanie 6.
Wyznaczy parametry procesu  X(t) = Asint + B , pdzie A, B to zmienne losowe

niezalene o rozktadach jednostajnych w przedziatach odedmio (- 0505) i (~I1,M).;

Zadanie 7.

Proces X(t) ma tylko 3 realizacje; (t) =t; x,(t) =t +1; x,(t) =t + 2. Realizacje tegs
przyjmowane odpowiednio z prawdopodatsevami: 1/2, 1/3; 1/6.

Wyznaczy parametry tego procesu.

Zadanie 8.

Proces X(t) ma tylko 4 realizacje; (t) =t; x,(t) =t +1; x,(t) =t+2; x,(t) =t -1.
Realizacja ostatnia jest przyjmowana z prawdopisbvem 0,1, a pozostate realizacje s
przyjmowane z takim samym prawdopoddaistevem. Wyznaczyparametry tego procesu.

Zadanie 9.
Wyznaczy parametry procesu X (t) = A€ + Be™, gdzie A, B to zmienne losowe 0
parametrach: EA = 0; EB =0, B =1, D’B = 2; cov(A, B) = -1.

Zadanie 10.
Wyznaczy parametry procesu  X(t) = A+ Bt, gdzie A, B to zmienne losowe o

parametrach: EA=-1; EB =1, "B =1, D’B = 4; pas = -0,5.

Zadanie 11.
Wyznaczy parametry procesu X (t) = At? + B, gdzie A, B to zmienne losowe

nieskorelowane. A ma rozktad wyktadniczy z parasmatl,5, B jest zmiennosowy
skokow o funkcji prawdopodobisstwa: P(B =-1) =0,5; P(B =1) =0,5;

Zadanie 12.
Dany jest proce¥ (t) = f (1) X(t) + g(t ,)gdzie f, g § funkcjami rzeczywistymi

(nielosowymi). Wyrazi parametry procesu Y (t) za pomqearametrow procesu X(t).



tancuchy Markowa
Przyktad.
Symetryczne btizenie przypadkowe.
Jako zbior standéw rozpatrujemy zbior liczb catkgefit. Kolejne etapy bbzenia kdziemy
numerowa jako chwile czasu 0, 1, 2, ... .
Zatezmy, ze w chwili O proces jest w stanie 0. Ngmstie w kolejnych etapach
z prawdopodobigstwem p = % przechodzimy do stanu o numerzezsaym lub
z prawdopodobigstwem q = 1 — p = ¥2 przechodzimy do stanu o num@eszym (maemy
sobie wyobraz, ze rzucamy monetsymetryczg i ,orzet” powoduje przesugcie w prawo,
a ,reszka” w lewo) .
Na wykresie mgliwe do osjgniecia stany w poszczegolnych etapachzemy przedstawi
nastpujaco (zauwamy, ze w parzystych numerach etapéwzma by tylko w stanach o

numerach parzystych).

Nr etapt
0O o o 2 o o O
4
m m Py m ')
A\ O YV A\
3
oY ) oY
O U A\ O
2
oY N
1) @ )
1
© ©
stany
&
4 3 -2 1 0 1 2 3 4

J&li Z;j to niezalene zmienne losowe o rozktadzie dwupunktowym
Pz, =-D=P(Z =)=

to rozpatrywany proces stochastycznyzemy zapis& nastpujaco

X, =0
X,=>.Z, n>0

k=1

10



Zauwamy, ze jeli po pewnej liczbie etapown chcemy okréi¢ prawdopodobigstwo
znalezienia i w stanie k, w etapie ngphym, to prawdopodobistwo to zaley tylko od
tego gdzie jesteny po n etapach a nie zajeod tego w jakich stanach birdny ,wczesniej”,
tzn.

P(X,. =K| X, =i, X, =i 40Xy =0) = P(X,,, =k | X, =i))
Uzasadnienie
Poniewa X, =X, +Z

wigc ciag (X)) ma przyrosty niezakme, orazZ, ,, jest niezaleny

n+l n+l

od Xm, m<n.

Mamy

P(X o =KX, =i, X Tl Xy =0) =P(X, +Z,, =K | X, =i, X, Tlgseeen Xy =0) =
=P(Z,,,=k=i | X, =1, X4 T 4 X, =0) =P(Z,,, =k —1i,)

Rownie

I:)(Xn+l = k | Xn = In) = I:>(Xn+l = k | Xn =in) = P(xn +Zn+1 = kl Xn = In) = I:)(Zn+1 = k_in)

Przyktadowe realizacje tego procesuzme przedstawinastpujaco

stanm
3
2 o
1 @) o o)
nr etani
o S . S O
1 2 3 4 5 6 7 g g9 10 11 12 13
-1 o O O o
2 O
-3
stany
2
1 O ©) O
nr etapi
D O o O O
1 2 3 4 5 ® 7 g g 10 11 12 13
-1 o 0) O @)
2 O
Mozna te rozpatrywa bardziej ogdlne btzenie przypadkowe gdy zmienngtd niezalene

zmienne losowe o dowolnym rozktadzie dwupunktowym
P(Z, =)=p>0, P(Z =-)=1-p=9>0

Powyzszy proces mona te przedstawd w postaci grafu

11



..... T - 2l [l [o] T[] To2) -

pamktajac o stanie z ktérego rozpoczynamydzenie.

Mozna tez rozpatrywa btadzenie rozpoczynage s¢ w dowolnym punkcie proste;.

tancuchy Markowa to procesy dyskretne w czasieysketnym zbiorze standw,
"bez pamgci”.
Zwykle bedziemy zakladd ze zbior standéw to podzbior zbioru liczb catkowity@hlub

zhioru{0,1, 2, ...} jako uproszczenie zapi§&,, S,, S, ...} .

tancuchem Markowa nazywamy procesehacy ciaggiem zmiennych losowych

Xo, Xq, ...
Okreslonych na wspolnej przestrzeni probabilistycznejypmujacych wartdci catkowite
I spetniagce warunek

P(X, = i[Xo Zigs Xy Zip, coesXpa =ing) =

=P(X, = j|Xu =ipa) [ ] [ ]

n igr-in-1. 0{01,2,...}

Zatem dla tacucha Markowa rozktad prawdopodaiséva warunkowego potenia w n-tym
kroku zaley tylko od prawdopodobiestwa warunkowego potenia w kroku poprzednim

a nie od wczéiejszych punktow trajektorii (historia).

Niech
n) _ _ -
plj ( n_J‘xn—l_I)
oznacza prawdopodohistwo warunkowe przggia w n-tym kroku ze stanu i do stanu j.
Jeili piﬁ”) nie zalea od n to ts&cuch nazywamyednorodnym (jednorodnym w czasie)
| stosujemy zapisp; .

Zaktadajc, ze numery stanéwgscatkowite, nieujemne nmima prawdopodobisstwa przejé
zapis@ w macierzy

(n) (n)

00 01
M =| g™ O
P - 10 11
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W pierwszym wierszu mamy kolejno prawdopodabig/o pozostania w stanie 0 w n-tym
kroku i prawdopodobigstwa przejcia w n-tym kroku ze stanu o numerze 0 do stanow o
numerach 1, 2, itd. Analogicznie okiene g pozostate wiersze.

Dla tancuchow jednorodnych powgzg macierz oznaczan®yi ma ona posia

Poo  Por
P=1po Py

Wiasndci macierzy prawdopodohistw przejé:
a) p” =0 b) suma kadego wiersza jest réwna 1.

Zauwamy tez, ze w macierzy tej nie nmie istni€ kolumna ztaona z samych zer.

Kazda macierz spetnigpa warunki a), b) nazywammacierzg stochastycza.

Uwaga.
Macierz stochastyczna i rozktad zmiennej losowgpkireslaja pewien tsicuch Markowa.
Wiasnagci macierzy stochastycznych satemscisle zwigzane z wiasriziami taxcuchow

Markowa.

Wiasnosci macierzy stochastycznych.

A - dowolna macierz kwadratowa stopnia r.

Wielomianem charakterystycznymtej macierzy nazywamy wielomian

W(A) = defAl - A)
RoéwnanieW(A) = 0 nazywamyréwnaniem charakterystycznym Pierwiastki tego
réwnania tovartosci wtasnelub pierwiastki charakterystyczne tej macierzy.
NiechAq, ....,Ax - wartagci wkasne macierzy A o krotdciachay, ....,ax (k<r).

Wektorem wiasnymoperatora f odpowiadgym wart@ci wkasnejA nazywamy niezerowy

wektor v spetnigjcy warunek f(v) Av.

Wiasnosé:
) suma wartéci wkasnych (z krotngciami) jest rownaladowi macierzy tzn. sumie
elementow jej przedtnej.

1)) Macierz jest osobliwa wtedy i tylko wtedy gdy zgest jej wartdcia wiasrny

13



Przyktfad.

13
Macierz P = g ‘1" ma réwnanie charakterystyczne
3 3
1
A= ‘73; 7 5
W(A) =de =P-)—-"=
221 12 12
3 3
-5

I wartosci wtasne: A, =1, A, :E'

Wiasndci macierzy stochastycznych:
a) Wartcicig wtasry kazdej macierzy stochastycznej jast 1 (oznaczamy; =1),
b) Moduty wszystkich wartéci wkasnych dowolnej macierzy stochastyczngimiejsze
od 1,
c) (tw. Dooba ) istnieje granicsim%i P = A,
k=1
Macierz A ma whlasn@ PA = AP = A = X (macierz idempotentna),

Klasyfikacja macierzy stochastycznych.

a;=1 a.;>1
i|>:l/]i |£1 Regularne rozktadalne
(tzn. nierozkiadalne i niecykliczne) niecykliczne
El/]i‘ =1 nierozktadalne rozktadalne
cykliczne cykliczne

Tw. Frecheta (tw. Dooba dla macierzy nierozktadalngh)

Dla kazdej nierozktadalnej macierzy stochastycznej P egtngranica

e.l. 2 r
n e .
lim EZ pk=g, E= ’ "| (macierz ergodyczna
i
& & € ]

14



Macierz E ma wlasrié PE = EP = E = £ i spetnia warunki a), b) definicji macierzy

stochastycznej. Elementy macierzy Ez@my wyznacz§ z warunkow:

(P - =0,Zr:ei =1, gdzie e=(g..... @)
i=1

Dla macierzy regularnych tw. Dooba ma pésta
Twierdzenie.

J&li macierz stochastyczna P jest regularna to egrgranica

limP" =E,

n—co
gdzie E - macierz ergodyczna.

Stochastyczne macierze regularne charakteryzajwe twierdzenie ergodyczne:
Twierdzenie.

J&li macierz stochastyczna P jest regularna to egriaka jej pa@ga w ktérej co najmnigj

jedna kolumna ma wszystkie elementy dodatnie.

Przykifad.
05 0 05
Macierz P=| 0 025 075 ma wartdci wiasne
05 05 O
A =1, A, :_1+T\/1_7, A; :_1+;/ﬁ wigcC jest macierzregularn.
Przykifad.
0 0 05 05]
10 0 05 05
Macierz P= 05 056 0 O ma wartgci wkasne
105 05 0 O]

A =1,4,=-1, A, =0 okrotndci 2, wicc jest macierz cykliczmg nierozktadalg.
Macierz ta ma wtasrso

o = P gdyn nieparzyst
~|P? gdyn parzyste

15



Przyktfad.

1 l 0 0O
2 2
1 l 0 0O
2 2
Macierz P=10 0 0 0 ma wartdci wiasne
1 2
00 - =
3 3
0 0O l §
L 4 4]

A1 =10 krotndci 3, A, =0, A; = 1—12 , Wiec jest macierg niecykliczry rozktadaln.

Macierz stochastyczna rozktadalna (po ewentualnymegpawieniu wierszy i kolumn) ma
bloki diagonalne, ktdregsmacierzami stochastycznymi. Wast@ami wiasnymi macierzy Pys
wartasci wikasne poszczegolnych blokow. W tym przyktadzi¢rzy bloki diagonalne.
Przyktfad.

05 05 0 O
. 05 05 0 O i
Macierz P= ma wartdci wiasne
0 0 01
0 0O 1 0

A1 =1 o krotndci 2, A, =0, A; =-1 , wigc jest macierz cykliczng rozktadaln.

tancuchy Markowa (jednorodne).
Bedziemy dalej przyjmowanajczsciej, ze rozpatrywane fecuchy Markowa maj skaiczona
liczbeg standw.
pi(n) - prawdopodobiestwo znalezienia siw stanie i po n krokach (rozkiad zmiennej
losowej X,). Prawdopodobiestwa te stanowisktadowe wektora p(n).
pi(0) - prawdopodobigstwo znalezienia siw stanie i w chwili pocgkowej (rozktad
zmiennej losowej X - rozktad pocatkowy). Prawdopodobiestwa te stanowi sktadowe

wektora p(0).

Przykifad.
Btadzenie przypadkowe z odbiciem. Np. gdy stany @4 ddbijapce

16



R
[O o' [1 o' [2 o' [3 g0 [4]
01 0 0 0]
g 0 p O O
P={0 g O p O
0 0O0g O p
000 1 0

Przyktfad.
Btadzenie przypadkowe z pochtanianiem. Np. gdy starg § pochtaniajce

o] ol e T o

o
1

O O O Q9 k-

O 0 O o O

o O T O O

T O O O

O o0 o o

Problem ruiny gracza jest szczegélnym przypadkiem agbienia przypadkowego
z pochtanianiem. Gracz dysponuje pgikpwo kwoy k zi. W kolejnych etapach z
prawdopodobigstwem p wygrywa 1zt albo z prawdopodalsevem g = 1- p przegrywa 1zt
Gra kaczy sk gdy gracz ogagnie kwot w > k zt lub przegra wszystko.

Zatem mamy dwa stany pochtan@g O i w.

Graf i macierz rozpatrywanegaizucha g nastpujace.

1C[O] o [1] e [k Zj‘:g o [W 1] Dj)q[w]zl

o
1]
O O Q9 -
PO O O o
0 O o O
PO U O O
RO O O O

0 0 O O ...

rozktad pocatkowy okrela kwota pocatkowa k, tzn. % = (0, O, ...., 0,1,0,.....,0), (jedynka

na pozycji odpowiadagej stanowi o0 numerze k).
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Przyktfad.
Elektron mae znajdowa si¢ w jednym ze standéw (orbit) 1, 2, ....w zaleici od posiadanej
energii. Przejcie z i - tej do j - tej orbity w ggu 1 sekundy =zachodzi

-al j-il

z prawdopodobigstwemc e , 0> 0 jest dane.

Wyznacz ¢ i macierz P.

Przyktfad.
Narysuj graf tacucha Markowa odpowiadgly macierzy prawdopodohistw prze§¢
1/2 0 1/2
P=|1/2 1/3 1/6
1/2 1/2 O
Przyktad.

Zapisz macierz P dladauch a Markowa przedstawionego grafem
o] = [ "¥-[2] ™= [3] "Y-[4] s

Oznaczenia.
p; - prawdopodobigstwo przejcia od stanu i do stanu j w jednym (dowolnym) kroku
pij(n) - prawdopodobiestwo przejcia od stanu i do stanu j w n krokach,
= [p]- macierz prawdopodobiastw przejs¢ (w jednym kroku), jesto macierz
stochastyczna
P(n) = P' = [p;(n)] - macierz prawdopodobistw prze§¢ od stanu i do stanu j w n krokach,

Réwnanie Chapmana, - Kotmogorowa:

p;(k+D) =2 P, (K) P, (1)

Wiasnaos¢:
Znajac rozkiad pocatkowy i macierz P mgemy wyznacz§ rozktad zmiennej losowej X
czyli prawdopodobigstwo znalezienia siw poszczegolnych stanach po n krokach:

(pO(n)1 pl(n)’ ) = (pJ(O)! p]_(O), )Ff'
czyli p(n) = p(o)P'
Mamy tez wiasndc. p(m +n) = p(m)F’“

18



Przyktfad.
Rozpatrzmy tacuch Markowa o macierzy

05 0 05
P= 0 025 075
05 05 O

i rozktadzie pocgtkowym p(0) = (1, O, 0).

Po pierwszym kroku prawdopodobswa znalezienia siw poszczegollnych stanach s

rowne
05 O 05
p@ =pOP=[100]] 0O 025 075|=[050,05]
05 05 0

Po drugim kroku prawdopodoliistwa znalezienia sw poszczegdlnych stanachrewne

05 025 025
p(2) = p(O)P? = [100]| 0,375 0,438 0188|= [05025;025]
025 0125 0,625

Po trzecim kroku prawdopodolastwa znalezienia siw poszczegoélnych stanachréwne

0375 0188 0,438
p(3) = p(O)P® = [1,0,0] 0,281 0,203 0516|=[0,375 0,188 0,439
0,438 0,344 0,219
Obliczapc kolejne paggi macierzy P mzemy wyliczone wartéci p(n) zestawi dla
n=1, .., 12 w nagpujacej tabeli i przedstawina wykresie.

krok Stan 0 Stan 1 Stan 2
1 0,5 0 0,5
2 0,5 0,25 0,25
3 0,375 0,188 0,438
4 0,406 0,266 0,328
5 0,367 0,23 0,402
6 0,385 0,259 0,356
7 0,371 0,243 0,386
8 0,379 0,254 0,367
9 0,373 0,247 0,38

10 0,376 0,252 0,372
11 0,374 0,249 0,377
12 0,376 0,251 0,374

19



—4—9an0—#-9anl1 092

o

=y
\
|

™~

o
N
N
o
e
B
K

14

Zauwamy, ze rozpatrywane prawdopodohstwa stabilizuj sie na okrélonym poziomie
i dgzg do pewnych granic, co zydane jest z regularda rozpatrywanej macierzy
stochastyczne;.

Jak pokaemy wkrétce, istnigj sposoby wyznaczania tych granicznych prawdopodshie

bez obliczania pey macierzy P.

Zobaczmy teraz jak zmieniagsprawdopodobigstwo znalezienia siw ustalonym stanie
w poszczegolnych krokach, gdy zmieniarsizkiad pocatkowy.

Rozpatrzmy stan 0 i rozktady patkowe p(0) = (1, 0, 0), p(0) = (0, 1, 0), p(0) 5 (M 1).
Obliczone prawdopodohistwa (w podobny sposob jak wgj) zestawiono w tabel

I przedstawiono na wykresie dia 1, ..., 12

p(0) \ krok| 1 2 3 4 5 6 7 8 of 10 11] 12
p(0)=(1,0,0)] 05/ 05| 0,375 0,406 0,367 0,385 0,371 0,379| 0,373| 0,376] 0,374| 0,376
p(0)=(0, 1,0) 0| 0,375] 0,281] 0,398| 0,346 0,388| 0,364 0,381] 0,371] 0,378| 0,373| 0,376
p(0)=(0, 0, 1)[ 0,5| 0,25] 0,438 0,328| 0,402| 0,356| 0,386 0,367| 0,38] 0,372 0,377| 0,374

20



| ——X(0)=0 —m—X(0)=1 —A—X(0)=2 |

0,6

0,5 1

0,3

0,2 /
0,1

prawdopodobie Astwo

kroki

Zauwamy, ze rozpatrywane prawdopodobgtwo dla daych n nie zaley od rozktadu

pocztkowego.

Granie I = p(«) =Ilim p(n) (o ile istnieje ) nazywamyozktadem granicznym fancuch

Markowa.
n=(M,n, n,,..).
tancuch Markowa dla ktérego istnieje rozkiad graniczmezaleny od rozkiadu

pocztkowego p(0) nazywamkancuchem ergodycznym

Twierdzenie.

Rozktad graniczny nie zalg od rozkiadu pockowego p(0) wtedy i tylko wtedy gdy

wiersze macierzy granicznéin P" = E s takie same.
n- oo

Warunek ten jest spetniony dla macierzy P regujdjednokrotna wart@ wkasna rowna 1).

Uwaga.
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Jeli pewna pogga macierzy przégia P ma co najmniej jedrkolumre ztozong wytgcznie
zwyrazOw dodatnich to rozpatrywany néach jest ergodyczny o dodatnich
prawdopodobigstwach granicznych.

Sposoby wyznaczania rozktadu granicznego:
Sposob 1.
Rozktad granicznyl jest jedynym niezerowym rozg@aniem uktadu
(P'-)N" =0  spetniggcym warunek Zl'li =1,
i=1
Uwaga.
Z powyzszej rownéci wynika,ze [P =I1 co oznaczaze wektorl1 jest wektorem wtasnym

macierzy P odpowiadgym wartdci wiasnej rownej 1.

Przyktfad.
Wyznaczy rozktad ergodyczny fecucha Markowa o macierzy
03 05 02
P=|06 0 04
0O 04 06

Zauwamy, ze w ostatniej kolumnie macierz P ma tylko wéctalodatnie.

Nalezy rozwigzat rownanie jednorodne
-07 06 O |N, 0
05 -1 04 |N,|=|0
02 04 -04|0M, 0
Jest to uktad nieoznaczony z jednym parametrenyjRijmy np. My = 1, wtedyl'l, = 28/24,
M, = 40/24. Dziedc te rozwizania przez ich sugrotrzymamy rozwgzanie unormowane
N =[6/23, 7/23, 10/23].

Sposob |I.

M. = A

j=——
2 A
k
gdzie A« to dopetnienia algebraiczne macierzy | - P (wyzn#dcmacierzy otrzymanej przez

skreslenie k-tego wiersza i k-tej kolumny).
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Przyktfad.
Wyznaczy drugim sposobem rozktad ergodycznfydacha z poprzedniego przyktadu.

Zadania.
Zadanie 1.Wyznaczy parametry procesu symetryczneggdzenia przypadkowego.
Zadanie 2.Narysuj graf tacucha Markowa - BbHzenie przypadkowe z odbiciem. Przyjmij
liczbe standéw rown 6. Zapisz macierz prawdopodofééw przejé¢ tego tacucha.
Zadanie 3.Wyznaczy wartasci wlasne macierzy

03 05 02

P={06 0 04
0 04 06

Czy odpowiedni tacuch Markowa jest ergodyczny. Narysa@waaf tego tacucha.

10 01
Zadanie 4. Wyznaczy wartasci wlasne macierzy &3:[0 J b) Pz[l O}

Czy odpowiedni tacuch Markowa jest ergodyczny. Narysawaaf tego tacucha.
Sprawdzt, czy dla tego Hcucha istnieje rozkiad graniczny.

Zadanie 5. Wyznaczy kolejne poggi macierzy P = {01'5 O(ﬂ
Czy odpowiedni tacuch Markowa jest ergodyczny. Narysawgaaf tego tacucha.
Poréwna wiersze macierzy'H sktadowe wektora rozktadu granicznego.

0,671875 0,328125

Odp. np.P® = N =1[2/3, 1/3]
0,65625 0,34375

Zadanie 6. Lancuch Markowa ma dwa stany i rozktad graniczny [pWyznaczy macierz

P tego tacucha.

l1-a a
Odp.P=|_Pa ,__P2a |, a-nieujemny parametr.
1-p 1-p

Zadanie 7.Rozkfad pocztkowy tancucha Markowa ok&onego macierz
prawdopodobigstw prze§c¢
03 05 02
P={06 0 04
0 04 06
wyraza st wektorem
a) (1,0,0),
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b) (0,5; 0; 0,5),

Wyznaczy prawdopodobigstwa znalezienia siw poszczegolnych stanach tegadacha po

1) dwodch etapach,

2) trzech etapach.

Zadanie 8.Rozktad pocztkowy tancucha Markowa ok&onego macierg

prawdopodobigstw prze§é¢

0 0 05 05]
O O 05 05
05 05 0 O

05 05 0 O

wyraza st wektorem (1, 0, 0).

Wyznaczy prawdopodobigstwa znalezienia siw poszczegolnych stanach tegadacha po
kolejnych etapach. Czydauch ten ma okétone prawdopodobiestwa graniczne?
Zadanie 9. Wyznaczy rozktady graniczne fecuchdédw wyznaczonych przez macierze

11 1 ] o L g0t
333" 2 2
23 00100
Z 200 1 11 11
_|2 2 |t T £ % ¢
a) P1101 b)P5~;’55515
4 4 2 0 - 00 3
0503 ol loo
_2 2_ _22 ]

Narysuj odpowiednie grafy.

Wyznacz graniczne wario oczekiwane i graniczne wariancje.

Odp. a) [6/17, 7/17, 2/17, 2/17] b) [1/12, 3/12,K/1/12, 2/12]

Zadanie 10. Podaj przyktadancucha, ktérego rozktady graniczne zaled rozktadu
poczatkowego.

Zadanie 11. Wyznaczy rozktad graniczny f&cucha wyznaczonego przez macierz

05 O 05
P=| 0 025 075
05 05 O

Narysuj odpowiedni graf.
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Klasyfikacja stanow tancucha Markowa.
Niekiedy edziemy utasamia stan g z liczly k.

Stan g jestosiagalny ze stanu;gesli pi(n) > 0 dla pewnego n,

Stany & i 5 nazywamywzajemnie komunikujacymi sie jesli stan  jest osagalny ze stanu
S, i odwrotnie.

Relacja wzajemnego komunikowania ekreslona na zbiorze stanowrlaucha Markowa jest:
- symetryczna,

- przechodnia (z réwrici Chapmana-Kotmogorowa).

Zbior stanbw C nazywamyamknietym, jezeli zaden stan spoza C nie d& sishgnac
wychodzc z dowolnego stanu w C.

Stan g jeststanem nieistotnym (chwilowym)gdy istnieje stan, ®shgalny ze stanucsa stan
S hie jest osigalny ze stany; $
Stan, ktory nie jest nieistotny nazywa mitotny (powracajacy).

Przyktad.
Rozpatrzmy tacuch Markowa

0,25
m

0] Dﬁﬁs*[l] Dﬁ’*[Z S 3] s [4] O

Jego macierz P ma poéta
[0 025 0 05 025]

0 05 05 0 O
p=/l0 0 0 1 O
0 075 025 0 O
0O 0 0 05 05]

Stany 0 i 4 3 nieistotne.
Stany 1, 2 i 3 istotne.
Zbior standw {1, 2, 3} jest zamktiy.

Pojedynczy stan zamksy (musi by pw = 1) hazywamy stanepochtaniajacym.
Stan g jestodbijaj acy gdy pk = 0. Stan odbijacy maze by zaréwno chwilowy jak
i powracajcy.

tancuch Markowa jestieprzywiediny, gdy wszystkie jego stany wzajemnie komuniksig,

w przeciwnym przypadku feuch jesprzywiediny.

Macierz kwadratowa jesprzywiedlna jesli istnieje permutacja pewnej liczby wierszy
i kolumn o tych samych numerach, ktéra pozwalaajpisé w postaci

P O
{;\ P } gdzie R, P, to macierze kwadratowe
2
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W przeciwnym przypadku macierz jegeprzywiedina.

Przy badaniu ewolucji fcucha Markowa w czasie chcemy wiedzido ktérych stanéw
tancuch powraca nieskozenie wiele razy, a ktére po pewnym czasie opwashezpowrotnie.

Niech F; bedzie prawdopodobistwem, ze fancuch wychodzc ze stanu k dotrze

kiedykolwiek do stanu j.
Fyg = P(U(Xn =j[X,= k)j

J&li fi(n) - prawdopodobigstwo, ze wychodzc ze stanu k fecuch dojdzie po raz pierwszy
do stanu j w n-tym kroku

fo (M) = POX, 2 JX o 2 ,X, = [ Xo = K)
to Fy :kaj (n)

Zatem stan j jest:

a) Powracajacy (istotny), gdy F = 1 [Z p; (n) = ooj .
n=1

b) Chwilowym (nieistotny) gdy F; < 1 (Z p; (n) < ooJ.
n=1

Dla stanu powracagego j mana okrsli¢ sredni czas pierwszego powrotu
py =2 Nt ()
n=1

Jeli M = to stan j jesterowy.

Twierdzenie.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to aby ptamracagcy byt zerowy jest aby
2. p;(n)=o lecz limp,(n)=0
n=1 n-o

Twierdzenie.

W nieprzywiedinym tacuchu Markowa wszystkie stany g2go samego typu: geli jeden
jest powracajcy (chwilowy) to wszystkiegpowracajce (chwilowe).

Dlatego maemy mowt, ze taacuch jest np. powracgjy.

Twierdzenie.

W jednorodnym skiczonym tacuchu Markowa

a) istnieje co najmniej jeden stan powracsyj

b) nie ma stanow powracggych zerowych.

Twierdzenie.

Przestrzé standéw S tacucha Markowa mina jednoznacznie przedstéawv postaci sumy:

S=TO0S0S,0.....

gdzie T - zbidér stanéw chwilowych (nieistotnych),
S - nieprzywiedlne zamkanie zbiory stanéw powracajych (istotnych). 8r6d nich mog
by¢ podzbiory jednoelementowe stanow pochtatiagh.
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tancuchy okresowe.
Okresemstanu powracagego j nazywamy liczp

o(j) = NWD(n: (n)>0)
jest to najwgkszy wspélny dzielnik takich liczb rze powrdt do stanu j nie nasipi¢ po
n krokach.

Stan j nazywamypkresowymgdy ma okres wkszy od 1 inieokresowymgdy ma okres 1.

Przyktfad.
Rozpatrzmy tacuch Markowa

URRURRCRSE

Jego macierz P ma poéta

~ O O O
o O O -
o O+~ O
o +»r O O

Wszystkie stany majokres 4.

Przyktad.
Rozpatrzmy tacuch Markowa

0] ", [ e (2] 2 8

Jego macierz P ma poéta
0 1 0 0

075 0 025 O
0 075 0 025

0 0 1 0

Wszystkie stany majokres 2.
Przyktfad.
Rozpatrzmy tacuch Markowa

0] T [1] 7 (2] 5513

Jego macierz P ma poéta

0O 1 0 0O
1075 0 025 0
1o 0 0 1

0O 0 1 0O

Wszystkie stany majokres 2.
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Przyktfad.
Rozpatrzmy tacuch Markowa

0] %, [ 7 14

1
Jego macierz P ma poéta 1
0O 1 0 0O
0/5 0 025 0 O
p=l 0 0 0 10
0O 0 O 01
0O 0 1 0O

Stany 0 i 1 majokres 2, Stany 2, 3i4 mapkres 3. Jest to natiwe bo rozpatrywany
tancuch jest przywiediny.

Twierdzenie.
W skaiczonym nieprzywiedlnym fecuchu Markowa wszystkie stany magn sam okres.

Zatem nieprzywiedlny ¥cuch Markowa nazywamy okresowym, gdy jego stanyarokjes
wiekszy od 1, w przeciwnym przypadku&ch nazywamy nieokresowym.
Stan, ktory jest powracgjy, niezerowy i nieokresowy nazywa sirgodyczny.

tancuch ergodyczny.
tancuch jesiergodycznyjesli istnieje
L'[Tl p; (n) =1, =1 M=y My ...
i
Rozktadll nazywamyozktadem granicznym

tancuch stacjonarny .
Jednorodny tacuch Markowa jesstacjonarny gdy istnieje rozktad1 jego standéwzwany
rozktadem stacjonarnym, ze

MNP =i
(tzn. M jest wektorem wiasnym macierzy P dla wécioviasnej 1).
Zatem dla dowolnego m]P" =, oznacza toze j&li rozktad pocatkowy jest rownyfl, to
rozktad tancucha po dowolnej liczbie krokéw jest taki sam rowny 1.

Jeili macierz P tacucha jest nierozktadalna to rozktad stacjonarsy gektadnie jeden. die

macierz P tacucha jest rozktadalna to rozkladdw stacjonarngsh\iecej niz jeden.

W tancuchu ergodycznym rozkiad stacjonarny (granicznyg mzaley od rozktadu

poczatkowego.

Uwaga.

ergodyczny =  stacjonarny
Odwrotna implikacja nie musi zachodzi
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Przyktfad.
Rozpatrzmy tacuch Markowa

o] (1] “[2]
S~

1
Jego macierz P ma poéta

Y

I
= O O
o O k-
o +— O

Wszystkie stany majokres 3.
Zauwamy, ze wielomian charakterystyczny tej macierzy ma posta

W(A) =4 -1
1-i/3 1 = —1+ix/§_

i jej wartasci wkasne g rowne: A =1, A, :T, 5 5

Poniewa wszystkie wartéci wiasne maja modut IN; =1 jest jednokrotpwartdcia wiasry
to rozpatrywana macierz jest nierozktadalna i ogdia.

Lancuch ten jest stacjonarny, jego rozkltadem stacjgmarjest (1/3, 1/3, 1/3).

Rozktad ten mezna wyznacz§ | lub 1l sposobem obliczania rozktadéw granicznych
Kolejne potgi macierzy P growne

001 100 010
P2=p*2=|1 0 0|, P?=P™¥=|0 1 0|,P*=P=P*™=|0 0 1
010 001 100

dan=0,1,2,...

Zauwamy, ze zadna kolumna Pnie sktada siwytacznie z elementéw dodatnich.

Rozktad graniczny nie istnieje. \&fay np. rozktad pocgkowy p(0) = (1, 0, 0).

Obliczone prawdopodohistwa p(0) zestawiono w tabeli i przedstawiono n&negie dla

n=0, ..., 8.

p(n) \ n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Stan 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
Stan 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0
Stan 2 0 0 1 0 0 1 0 0 1

—_—eo— stan O —m——sStan 1 - = = =Stan 2

N N S R S
% 872 ] \ .. \\I/ \ * \\// \ ..
8:‘21 1 /<\ '.\\ / “ %\ '.\\ /‘\ /<\ "\
AN SR N SR NN

0 2 4 6 8 10
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Jak wid& lim p (n) nie istnieje dl&zadnej wspotrzdnej (dlazadnego stanu).

Whiosek.
Istnienie rozktadu stacjonarnego nie implikuje tarcuch jest ergodyczny.
Kazdy tancuch o skaczonej liczbie standw jest stacjonarny.

Przyktfad.
Rozpatrzmy tacuch o macierzy P réwnej
05 05 0 O
|05 05 0 O
o 0 01
0O 0 10

tancuch ten nie jest ergodyczny. Zauwngy, ze rozktady (1/2, 1/2, 0, 0); (0, 0, 1/2, 1/2);
(2/4, 1/4, 1/4, 1/4) sstacjonarne (rozktadow stacjonarnychzeady¢ wiecej niz jeden bo
rozpatrywana macierz jest rozktadalna).

Twierdzenie.

Dla nieprzywiedlnego, nieokresowegadacha Markowa (¥) dla ktorego istnieje rozkiad

stacjonarny’l mamy:

a) tancuch (%)) jest powracaycy,

b) tancuch (%) jest ergodyczny,

c) rozkiad stacjonarny jest jedyny orgz=1/y; , gdziey; jestsrednim czasem powrotu
tancucha do stanu j.

Podsumowanie klasyfikaciji:

stany

powracajace \
/\ chwilowe

. zerowe
niezerowe

/ XM Okresowe/ nieokresowe
ergodyczne
Przyktfad.
Rozpatrzmy tacuch o macierzy P réwnej
1/2 1/2 0
P={1/2 1/2 O
1/3 1/3 1/3

Stany 1i 2 gistotne. Stan 3 jest nieistotny.
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Przyktad.
Rozpatrzmy tacuch o macierzy P réwnej

oL 0 09
P=| 0 03 07
05 05 O
Wszystkie stany gsistotne i tworz jedm klas;.

046 045 009
Zauwamy, ze P>=|035 045 012
005 015 08

Jest to tacuch nieprzywiediny.

Wyznacz rozktad stacjonarny tegadacha.

Czy jest to tacuch ergodyczny?

Czy otrzymany rozktad stacjonarny jest rozktadeangiznym?

Przyktfad.
Rozpatrzmy tacuch o macierzy P réwnej
0O 0 1/2 1/2

o o w4 34
P=lys 718 0 o

1/4 3/4 0 O

Wszystkie stanysokresowe (majokres 2).
Wyznacz rozkitad stacjonarny tegadacha.

Przyktfad.
Rozpatrzmy tacuch o macierzy P réwnej
05 05 0 O
|05 05 0 O
lo 0 01
0O 0 10

Wyznacz graf tego fecucha.
Jakie § domknkte klasy tego tacucha?, Czy jest todauch nieprzywiediny?
Czy tancuch ten ma stany okresowe? Czy wszystkie staokresowe ?.

Sprawd, ze lim P" nie istnieje izadna kolumna 'Pnie sktada si wytacznie z elementéw

n-oo

dodatnich.
Przyktad.
Rozpatrzmy tacuch o macierzy P réwnej
11 1 ]
12 203 34
1 0 0
P=lo 1 o0
0 0 1

Wszystkie stanysgszerowe, powra(_:aj:e.
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Przyktfad.

Rzucamy symetrycznczwordgcienry kostky (nasciankach liczby 1, 2, 3, 4). Rozpatrujemy
tanhcuch Markowa X okreslony jako cag maksymalnych wynikow sgodd rzutow 1,2,3,...,n.
Sprawd, ze taacuch ten ma macierz P rogvn

025 025 025 025
0O 05 025 025
0 0 075 025
0 0 0 1

Wyznacz graf tego fecucha. Czy tacuch ten ma stany okresowe?

Przyktad.

Gracze A i B rozpoczynajgre z kapitatem 2zt kady. W kadej partii gracz A wygrywa
z prawdopodobigstwem 0,6, gracz B wygrywa z prawdopodaiievem 0,4. Po kalej partii
przegrywagcy ptaci wygrywagcemu 1 zi.

a) jakie jest prawdopodohistwo,ze gra zakaczy sk po 2 partiach ?

b) jakie jest prawdopodohistwo,ze po 4 partiach kapitat kdego gracza wyniesie 2 z4?
c) lle wynosi warté¢ oczekiwana kapitatu gracza A po 2 partiach?

Przyjmijmy, ze stany procesu to kapitat w posiadaniu graczayh {, 1, 2, 3, 4}.

Macierz P ma posta

p:

1 0 0 0 O]
04 0 06 0 O
p={0 04 0 06 O
0O O 04 0 O06
0O 0 0O 0 1

Stany 0 i 1 spochtaniagce (osagniccie ktdrege z tych standw oznacza bankructwo jednego
z graczy). Do jakiej klasy natg pozostate stany? Narysuj odpowiedni graf.

Rozktad pocatkowy p(0) =[O, 0, 1, O, 0].

Ad. a) p(2) = p(0)P=[0,16; 0, 0,48, 0, 0,36], zatem prawdopodasi®o zakaczenia gry
po 2 partiach wynosio2) + p(2) = 0,16 + 0,36 = 0,52.

Ad. b) p(4) = p(0)P=[0,2368; 0, 0,2304, 0, 0,5328), zatem prawdoptEistwo, ze kazdy
z graczy ma po 2 zt po 4 partiach wynos(4p = 0,2304.

Ad. ¢) na podstawie p(2) =[0,16; 0, 0,48, 06],8bliczamy warté& oczekiwan kapitatu
gracza A po 2 partiach: 0,23t + 0,364zt = 2,4zl.

Zatem gdyby gracze wielokrotnie rozegrali po 2 ipartapc pocatkowo po 2 zi, to
przecetna wygrana gracza A wynositaby 40 gr.

Przykifad.

Je&li cigg zmiennych losowych

XO’ Xla X2a X3a
jest taacuchem Markowa o macierzy P, toggzmiennych losowych
XO’ XZ’ X4’

jest taicuchem Markowa o macierzy.P

Wskazdéwka. Naley skorzystéa z rownagci Chapmana-Kotmogorowa.

Zadanie.

Uzasadnij wlasn@: Jeli tancuch ma dwardzne rozkiady stacjonarne to nie wm by

tancuchem ergodycznym.
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Dyskretne procesy Markowa.

Rozpatrujemy proces stochastyczny W ktorym parametr t jestagty (zwykle t= 0).
Bedziemy zaktadé ze zbior stanOw jest co najwsj przeliczalny.

Proces X jest procesem Markowg jesli dla dowolnego n, dla dowolnych chwil czasu
to < t; <...<t, oraz dowolnych standw X, yg,X.., % spetniona jest zat@os¢:

PX, = VX, =X X, = Xy g Xy, = X}=P{X, = Y, = X}

Proces Markowa jest jednorodny w czasigeledla dowolnych stanow x, y oraz chwil czasu
t; <t mamy

P{th = )4th = x} = p(x, y.t, —tl)
co oznaczaze prawdopodobiestwo przejcia ze stanu x do stanu 'y w czasie od momentu t
do momentu 3t zalery tylko od r&nicy t- t;, a nie zalgy od momentu wyjciowego t.

Przyjmijmy oznaczenieF’{Xtn = j‘Xto = i} =p (t) gdziet=f-to, th> fo.

Niech P(t) = [p(t)] macierz prawdopodobigstw przejicia
i,j=0,1, ..., N (dla skiiczonej liczby stanow).

poo (t) p01(t) T pON (t)
P(t) — plo(t) pll(t) plN (t)
pNO(t) le(t) pNN (t)
Jest to macierz stochastyczna.

Zaleznosé
p; (s+t) = Z Pi () Py (S)
k

nazywamyroéwnaniem Chapmana - Kotmogorowa
Wynika z niej,ze

P(s+t) = P(s)P(t) = P(t)P(s)

Zaktadamyze funkcje p(t) sa ciagte w punkcie t = 0.
iim - (1 :{1 dla j =i
t-0 0 dlaj#i
Wtedy g ciggte w dowolnym innym punkcie.

1-p;(t) _ o
— P ©)

Istnieje te (chocia moze by nieskaczona) granicaltirrg

L (t .
oraz skaczona granica Itingp"T() =p,; (0
Dla wygody przyjmiemy oznaczenia
-A dlaj=i

P; (0) = {/14. " dla i

ij
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Wielkosci te nazywamyintensywnasciami przejscia ze stanu i do stanu j gdy#i, oraz
intensywnasciami wyjscia ze stanu i (do pozostatych stanow) gdy i =j.

(t .
Poniewa Itmp”T(): P, 0)=4;, to A, dla j#i 53 gestasciami prawdopodobiestwa

przegcia ze stanu i do stanu j, oraz dla matych t mamy

py () =4 O,
co oznaczaze dla matych t prawdopodoligtwo przejcia ze stanu i do stanu j jest
proporcjonalne do t, wspdtczynnikiem proporcjonatgest intensywngt A; .

Dalej kedziemy rozpatrywali jednorodne procesy Markowa, dtgdrych wszystkie

intensywndci s3 skaiczone. Taki proces spetnia rownania Kotmogorowa:

dp, (t)
™) (;It ==A;p,; O+ Z P (DA dia ustalonego i
k# |
(rownanie prospektywne - odnosi s} do przysztéci)
dp; (s) _

(**) dt —Aip;(s)+ Z/]ik P.; (S) dla ustalonego j
=

(réwnanie retrospektywne - odnosi s do przesziéci)
przy warunkach poatkowych ;;i(0) = 1, p;(0) =0 dla ¥ j.

-4 daj=i

A dlaj#i

Je&li okreslimy macierzA o elementach réwnym intensywéooom {
ij

i,j=0,1, ..., N (dla skiczonegj liczby stanéw)

(macierz intensywndci), to maemy powysze uktady rownazapisé w postaci
macierzowey:

) P()=PMOA  czyli %P(t) - P(HA
oraz
(**) P'(t) =ARP(t) czyli % P(t) = AP(t)

W zastosowaniach egciej stosuje sirébwnanie prospektywne.

34



dowdd
Dla réwnania prospektywnego

W réwnaniu p; (s+t) = Z P () P () (Chapmana - Kotmogorowa) podstawiamy At=
k

p; (At +t) = z Py (t) py; (At)

nastpnie od obu stron odejmujemy(p i d2|eI|my obie strony otrzymanej rowém przezAt

p; (At+t) = p; (t) kZ:,Iﬂ.k(t) P (At) —p; (0L~ o (b))

At At
Zaktadajc, ze rozpatrywane intensywsa istniep, gdy przejdziemy do granidyt —» O
wtedy po uwzgidnieniu

”ml_%"(t)z_pi'i ©) =4 l

mmo_m@A

t-0
otrzymamy prospektywne réwnanie Kotmogorowa.

Dla réwnania retrospektywnego

Analogicznie w rownaniu  Chapmana - Kotmogorowdgiawiamy t =As, nastpnie od obu
stron odejmujemy;gs) i dzielimy obie strony otrzymanej rowdud przezAs i przechodzimy
do granicyAs - O.

Oznaczajc p(t) = P{X; =i} mamy p,(t) =Z p,(0)p,(t) ipo zréniczkowaniu wzgldem

czasu otrzymamy inny zapis rownania prospektywnego

dp;(t) _
() - PO 2 AP0 =0,

k#j

Przyimupc p(t) = [p(t), pu(t), ...] (wektor rozktadu procesu w momencie t) i macierz
-A dlaj=i

A dlaj#i

ij
maozemy powyszy uktad réwna zapisé w postaci wektorowej:

N\ o0 elementach réwnym intensywioom { (macierz intensywrigi)

d
p'(t) = p(tYA czyli at p(t) = p(t)A

Rozwigzanie tego rownania ma poé;tép(t) — p(O)e’“

Przyktfad.
Narysowa graf i wyznaczy rownania prospektywne Kotmogorowa procesu Markowa
0 macierzy intensywrsgi:

-2 2 0
AN=1 -2 1
3 4 -7

35



9O - 0,0+ ) +3p,0)
4%:2po(t)—2pl(t)+4pz(t)
dp,() _ .

at P, (t) —7p,(t)

Praktyczny sposéb tworzenia takich rovwme podstawie grafu jest ngstijacy:

- Liczba réwna jest rowna liczbie standw,

- Lewa strona kadego rownania to pochodna prawdopodasiea danego stanu,

- Prawa strona ma tyle sktadnikow ile krgzi grafu zwizanych jest z danym
wierzchotkiem,

- Strzatkom wchodgym odpowiada skiadnik réwny intensywseo przy tej strzatce
pomnaonej przez prawdopodoliistwo stanu z ktérego ona wychodzi,

- Strzatkom wychodzeym odpowiada skladnik rowny intensywieo przy tej strzalce
pomnaonej przez prawdopodoliistwo stanu do ktérego ona dochogmiprzedzony
znakiem minus (poniewa strzatki wychodz z jednego stanu, to intensywieo mozna

Zsumowa).

Macierzg intensywndaci nazywamy kada macierzA taks, ze:
a) elementy pozadiagonalng sieujemne,

b) elementy diagonalne siiedodatnie,

c) suma elementow w kdym wierszu wynosi O.

Uwaga.
J&li A\ jest macierz intensywngci to macierz
P=LA+]
m

(gdzie -m < 0 jest najmniejszym elementem maciérZlezy na gtdbwnej przeknej\))
jest macierz stochastyczn

Wartcsici wkasne macierzy intensywm maj zawsze modut nie wkszy niz 2m, ich czs¢
rzeczywista migci sic w przedziale [-2m, 0].
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Przyktfad.

-1 1 O 05 05 O
i N=[2 -2 0 to m = 2, zatem P=1 0 O
O 1 -1 0O 05 05

Wartasci wkasne macierzy\ s3 rowne 0; -3; -1.
Wartasci wkasne macierzy Pysoéwne 1; -0,5; 0,5.

Poniewa uktad rowna Kotmogorowa (*) mana zapisétez w postaci macierzoweyj:

d oy =
5P =POA

z warunkiem pocgkowym P(0) = I, to rozwgzanie mana zapisaw postaci wyktadniczej
— At
P(t) =€ gdzie

A t? t3
M= +HNAL+H =N+ N+
2 3
W prostych przypadkach rozyzianie uktadu rownmap'(t) = p(tfA mazna wyznaczy
metod, przeksztatcenia Laplace'a.

Przykifad.

System skilada siz jednego elementu podstawowego i dwdch elemenspasowych.
Element podstawowy jest olgeony i psuje si z intensywnécia A. Elementy zapasowe s
nieobchzone i nie psyj sic. Gdy popsuje sielement podstawowy jego funkcje przejmuje
element zapasowy i wtedy psuje giintensywngécia A. System przestaje pracoévachwily
popsucia si wszystkich elementéw. Niech X(tpdizie procesem oznaczaym liczlke
zepsutych elementéw w czasie t. Przyjmijmgy rozktad pocatkowy ma posta[l, 0,0, 0].
Narysujemy graf procesu i jego macierz intensy§endrozwizujgc rownanie Kotmogorowa
wyznaczymy wektor p(t) i rozktad graniczny.

o] “~[) (2 **-[4

-A A 0O O

0O -4 42 0
N=

0O 0 -4 1

0O 0O 0 O

Uktad p'(t) = p(t)A zapisujemy po wspoétednych w postaci

Po(t) = =4 py(t)

pi(t) =4 po(t) =4 py(t)
P, (t) =A p.(t) =4 p,(t)
Ps(t) =4 p, (1)
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Pochodne transformujemy wg wzoré{t) - S (s)- f (0) iotrzymujemy uktad réwna
$o(8) —1=-=4 Py(9)
$,(8) =4 Pp(s) =1 pi(9)
P,(8) =4 pu(s) =4 py(9)
$4(8) =4 p,(9)
Rozwigzujac otrzymany uktad rowrnawyznaczamy oryginaty (retransformaty) na podstawie

zaleznosci Eem o ;1 (w szczegolngci e o !
! (s—a)™ s+a
_ i M)
Pt =€ ; p(t) =Ae™ ; pz(t)=%e” ; Ps(t) =1- py(t) — py(t) - po(t)

Zauwamy, ze prawdopodobiestwo,ze w chwili t uklad pracuje wynosil—e™ .
Prawdopodobigstwa granicznegsrowne N = [0, 0, 0, 1].

Uwaga.
Niech p(t) - prawdopodobigstwo,ze w chwili t proces znajdziegsw stanie |.

Wtedy p.(t) = Z P; ©) Pji (t)

Niech PV = (R(D), Pu(), ..., (D))
Wtedy p(®) = p(O)P()

Rozktad graniczny, ergodycznéé dla procesow Markowa.
M = p(c0) =1im p(t)
t - o0
Twierdzenie.

Macierz intensywnéci A ma zawsze wargé wiasry rowng O.

Twierdzenie.
Rozktad graniczny nie zalg od rozktadu pocgkowego = macierz intensywnii A ma
jednokrotry wartas¢ wiasrg réwng O.

(Wtedy odpowiadajca jej macierz stochastyczna jest nierozktadalna).

Twierdzenie.
J&ili skonczona macierz intensywgc A ma poza przeftng tylko dodatnie elementy to

proces ten jest ergodyczny i ma dodatnie prawddpiefisiwa graniczne.

Dwa sposoby wyznaczania rozktadu granicznegokreslaja nastpujace twierdzenia:
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Twierdzenie.
Rozktad granicznyl jest niezerowym rozwrzaniem ukiadu MA = 0 spetiagcym warunek

unormowania (suma sktadowych zero).

. . o d o\ _ o
RéwnanidlA = 0 wynika z rOwnania rniczkowego—; p(t) = p(t)A\ | bowiem jéli

dt

istnieje rozktad graniczny to nie zajeon od t zatem jego pochodna po t jest rowna zero.

Twierdzenie.
Rozktad graniczny1 mazna wyznacz§ za pomog dopetnié algebraicznych M elementéw

z przekltnej macierzyA:

Przyktfad.
Narysowa graf i wyznaczy rozktad graniczny procesu Markowa o macierzy isy@maci:

-5 2 3
N=|2 -3 1
2 4 -6

3

CERTERD
\_/

odp. [14/49; 24/49; 11/49]

Przyktad.
Narysowa graf i wyznaczy rozktad graniczny procesu Markowa o0 macierzy isy@naci:
-6 2 4
AN=l1 -2 1
3 4 -7

Przyjmupc, ze proces ma stany 0, 1, 2; obli¢zyranicza wartas¢ oczekiwan.
Czy jest to proces ergodyczny?
Przyktfad.
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Przyjmupc, ze proces ma stany 0, 1, 2, 3; narysowaf i wyznaczy rozktad graniczny
procesu Markowa o macierzy intensywoio

-8 2 2 4
|11 -5 3 1
12 1 -6 3

1 1 1 -3

Wypisa réwnania Kotmogorowa tego procesu. Oblicgyaniczr warta¢ oczekiwag.
Odp. [5/37; 7/37; 8/37; 11/37], 2.

Przyktfad.

Proces Markowa jest olgleny grafem

0] o[ 2]

Wyznaczy jego macierz intensywsoi i rownania Kotmogorowa.
Wyznaczy wektor p(t) dla rozktadu pogikowego (0, 1, 0).
Wyznaczy rozktad graniczny.

Po jakim czasieft) oshgnie wartd¢ 0,25?

Czy kiedykolwiek p(t) = p(t)?

Przyktfad.
Proces Markowa jest olgleny grafem

o) e A e 1

Wyznaczy jego macierz intensywsoi i rownania Kotmogorowa.
Wyznaczy rozktad graniczny tego procesu. Obliégyranicz wartas¢ oczekiwang.
Odp. [0,42; 0,42; 0,107, 0,03], ok. 0,75.

Przyktfad.
Sprawd, ze jesli proces Markowa ma macierz intensywaio

—a a
N\ =
gdziea,b,a+b>0

to jego macierz prawdopodohmsw przejé jest rowna

1 [b+ad™?®t g-ad=®!
P(t) onl—— —a—b)t —a—b)t
a+b| b-bd a+bd

Wyznaczy wektor p(t) dla rozktadu pogtkowego (1, 0).
Wyznaczy rozktad graniczny.
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Proces Poissona.
Proces {N(t), = 0} nazywamyprocesem zliczagcym jesli N(t) oznacza catkowit liczbe
badanych zdarfsezaobserwowanych do chwili t.
Proces zliczacy musi spetni@warunki:
1) N(t)=0,
2) N(t) przyjmuje tylko catkowite wiasriai,
3) J&li s <tto N(s) N(t),
4) Dlas <t N(t) - N(s) jest rbwne liczbie zdafizeaobserwowanych w przedziale (s, t],
Proces zliczacy jest procesem przyrostach niezalenych jesli rozktady liczby zdarze
obserwowanych w roz¢znych przedziatach czaswg siezalene, np. N(t) nie zaly od
N(t + s) - N(t).

Uwaga.
Kazdy proces o przyrostach niezaigch jest procesem Markowa.

Proces zliczacy jest procesem jednorodnym (w czasie) gdy rozktad liczby
zaobserwowanych zdarzev przedziale czasu zaletylko od dtugdci tego przedziatu, np.
N(t2 + s) - N(t + s) ma taki sam rozktad jak Bt N(ty).

Proces Poissonajest jednorodnym procesem Markowa o0 przyrostackzal@nych
o rozkladzie.

P(X,=0)=1
M)
P(X, =k) =P(X,,, - X, =k) :(Tl)e 4
k=01, .. A - intensywnéc¢ procesu) >0
parametry procesu Poissona
m(t) = At t=0,
tt—l dia t, <t,
K(t,t) = Amin(t,t), p(t,t,) = tz
-2 dlat,<t,
tl
Uzasadnienie.
At)
Poniewa P(X; =K) = %e " to
[ 0 k 0 k-1
m(t) = E(X.)= 3 kP(X, = k) = 3 k U g = prens DU _
k=0 k=0 k! k=1 (k _1)!



E(th): Zm: kZP()(t = k) = Zoo: kZMe—M _ Ate‘“z K (/H)k -1 _

=0 k! o (k- 1)'
_ e (M)k 1 L (/]t)k 1 - (/H)k -1
= Ate kzl(k 1+1)(k o = Ate Z (k - 1)(k 1)' Z ke 1)| =
_ 2_aN\ (/“)k_2 ot (/“)k - 2
= (At)e kzz(k—2)l Z =T = (At) + At

Zatem

D2(t) = E(X.2)- (B(X, ) = (M) + At - (At)? = At

Z jednorodnéci procesu dlat; <t, mamy X, =X, =X, =X, =X, , zatem sd
I z niezalenosci otrzymamy

Rt 1) = E(X, X, )= E[X, (X, + % ] = Ex.2)+E(x, X, )=
= (x,2)+E(x, )E(x, .,

R(t,,t,) = (At ) + At + At DA, —t,) = At, + At t,

0golnie

A+ A4t dlat <t,

R(t,,t,) =
v {/]t2+/12t1t2 dat,<t,

Styd

At + tt —AtAt, dlat <t
K(t, 1) :R(tl,tz)—m(tl)m(tz):{ 174 e T M 1<t _

A, + XL, - M, diat, <t

At dlat, <t .
= L2 = min( t, t)
A, dlat,<t,
oraz
t
dla t, <t, L dat, <t
,O(t t) - K(tl’tz) \/F\/F \/Z ' ?

D(t,)D(t,) | At R

dlat, <t 2 dlat, <t
JA AL, T t, 2=

Zauwamy, ze th’xtl s zawsze dodatnio skorelowane i sita zat®ci miedzy nimi
znacznie spada gdy jedna z chwil jest wielokrotvigksza od drugie;.

Przyktady zjawisk modelowanych procesem Poissona.
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- liczba wyemitowanych cgstek przez cialo promieniotwércze w pewnym przddzia
czasu,

- liczba awarii systemu komunikacyjnego promieniotvz@ w pewnym przedziale czasu,

- liczba zgtosz# do portalu internetowego w pewnym przedziale czasu

Uwaga.

fh) _

Funkcja f ma wiasnig o(h) jeli LIITCI)T =0.

Inna fébwnowazna definicja procesu Poissona

Proces zliczagy X(t) jest procesem Poissona o intensysena (A > 0) gdy:
a) X(0) =0,

b) X(t) jest stacjonarny i ma przyrosty niezaie,

C) P{X(t) =1} = At +o(t) ,

d) P{ X (t) =2} = o(t)

Graf procesu Poissona jest rastjacy

[o] “~[1] =-[2] o -[3]"" - [4]""~[5]""~ ...

Macierz intensywngci procesu Poissona ma pasta

-A A4 0 O

0O -4 4 0
N =

0O 0 -4 A

Przyjmupc p(t) = (p(t), pu(t), ...) (vektor rozkladu procesu w momencie t), to réwnanie
Kotmogorowa p'(t) = p(\ zapisujemy po wspéteznych w postaci

Po(t) = =4 py(t)

pi(t) = =4 py(t) +4 py(t)
P, (t) = =4 p,(t) + 1 py(t)
P3(t) = =4 py(t) + 4 p,(t)

Przyjmujemy rozktad poetkowy p(0) = (1, 0, O, ...).
Rozwigzaniem tego ukfadu jest
()

_ -t
p(t) = 'S e

czyli
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il 2! k!

(zauwamy, ze suma elementéw tego wektora wynosi jeden).
Zatem jednowymiarowy rozkiad tego procesu (tznkiax w dowolnej ustalonej chwili t) jest

wyznaczony przez rozktad Poissona.

Uzasadnienie.
Sposob 1.

Pochodne i funkcje transformujemy wg wzoruf (t) _>sf(s)—f(0), ft) - f(s)
i otrzymujemy uktad rowna

330(3) —-1=-1 f)o(s)

() =4 Po(8) =4 Pu(9)
P,(5) =4 pi(s) =1 p,(9)
P3(8) =4 P,(5) =4 Ps(9)

1
s+

Rozwigzujemy otrzymany uklad rowhaZ pierwszego rownania wyznaczanpy(s) =

i przez podstawianie wyznaczamy kolejno

b=, P9 = (9=
3 G A] 3 %) X G
Nastpnie wyznaczamy oryginaty (retransformaty) na paast zalenosci
t" . 1
—e" &5 —
n! (s—a)™
2 k
Po(t) =e™ ; py(t) =Ate™ ; pz(t)=%e‘”t s pk(t)=%e“‘ .

Sposob I
Rozpatrujemy funkejtworzaca wektora rozktadu p(t) = ¢it), pu(t), ...)

s =Y p,0Os

J&li pomnazymy poszczegolne rownaniazraczkowe rozpatrywanego uktadu odpowiednio
przez 1,5, s%, ..., s, .... i dodamy stronami to otrzymamy zalesé

> RS =AY p 0" +13 PO =A(s-DY P, (DS =A(5-DW(sD)

Poniewa
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6‘-P(St i ()s*

k=0
to porownujc powysze réwnéci otrzymamy réwnanie ediczkowe

ow(st) _,, .
T—A(s DW(s,t)

z warunkiem poczkowym
W(s0) =D p 0)s =1
k=0

Rozwigzaniem tego rownania jest funkcja
qJ(S t) - e/l(s—l)t - e/lst—/lt —e -t e/lst
Rozwijajgc drugi czynnik w szereg pgjowy otrzymamy

l'lJ(S,t) — e—ﬂti (Ats)k _ e—/}tiﬂsk

o K Pl
Lecz lP(s,t)zz P, (t)s*, wiec poréwnujc wspotczynniki przy poszczegolnych pgach
k=0

zmiennej s, otrzymamy jak poprzednio

) =€ ; p(t) = de™ | pz(t)—(t) et ;o k(t)—@ A

Problem.

T, - czas pierwszego zgtoszenia,

Th-czas mgdzy n-1a n-tym zgloszeniem,
Wyznaczy rozktad tych zmiennych losowych.

Rozwizanie.
{T 1>t} oznacza zdarzeniee nie bylo zgtoszenia w [0, t],

P(T,>t)=P(X,=0)=¢e™
zatemP(T,<t)=1-e™ =F(t) (dystrybuanta rozktadu wyktadniczego).

Nastpnie zauwamy, ze z niezalenosci wynika
P(T, >{T, =9) = P{brak zgtosze w(s,s+t][T, = s} = P{brak zgtosze w(s,s+t]} =™

Zatem T, tez ma rozkiad wyktadniczy i jest niezaley od T;.
Itd.

Whiosek.
Odstpy czasu midzy kolejnymi zmianami stanéw w jednorodnym proeeBioissona as
niezalenymi zmiennymi losowymi o tym samyrmzktadzie wyktadniczym:

0 dla t<0

P(T <t) =
(T<0 {1—e”t dla t>0
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Parametry tego rozktadu 6T = =, DT = iz
A

N

Twierdzenie.
Suma skaczonej liczby niezalenych procesOw Poissona jest procesem Poissonagktor
parametr jest sugparametréw poszczegolnych proceséw.

Przyktadowa realizacja procesu Poissona\dtd.

czas stan At - \/E A+ \/E
0,00 0 0,00 0,00
0,08 1 -0,24 0,91
0,33 2 0,18 2,48
0,41 3 0,36 2,93
0,76 4 1,29 4,77
1,13 5 2,38 6,63
1,29 6 2,90 7,46
1,45 7 3,39 8,20
1,61 8 3,90 8,97
1,64 9 4,01 9,13
1,77 10 4,43 9,76
2,47 11 6,74 13,03
2,85 12 8,03 14,79
3,02 13 8,59 15,54
3,07 14 8,78 15,79
3,61 15 10,63 18,22
3,81 16 11,32 19,12
3,88 17 11,59 19,47
4,00 18 11,99 19,99
4,07 19 12,26 20,33
5,16 20 16,11 25,20
5,88 21 18,67 28,37
5,96 22 18,96 28,73
6,02 23 19,16 28,97
6,39 24 20,50 30,61
6,94 25 22,50 33,03
7,28 26 23,71 34,50
7,41 27 24,18 35,07
7,45 28 24,35 35,27
7,59 29 24,85 35,87
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| 8,11] 30 26,74| 38,13

Realizacja procesu Poissona A =

‘ m wartosci procesu ---e--.$rednia - odch .st. ---e--.srednia + odch. st.
45
40
35 e
30 - et "
? 25 | . . . ::: o
% 20 N .——‘...0"_ .-—‘—.‘-,_.-wo,
15 — e
[ g ._i'.'.
10 oo
— _o""‘— - “-}—-‘.
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00 4,50 5,00 550 6,00 6,50 7,00 7,50 8,00 8,50 9,00
czas
Uwaga.
pij (t) = P(Xr+t = J | Xr :|) = P(Xr+t - Xr = J _I) =
o M) dlaj=i,
=P(X.=]-1)= ._.t:—( e/1t
(X =i=0=pp 0=
p; (t) =0 dlaj<i,
e—/lt Ate—/lt (/":)2 e—/lt
2!
tzn. P(t)=[pij (t)]: 0o e* Ate™
0 0 e

Przyktfad.
Sprawdzt, ze dla procesu Poissona zachodzi:

p®) = pO)P()

Przyktad.
Sprawdz¢, ze dla procesu Poissona rownania Kotmogorowa magta:
dp, (t)
*) CJ“ ==Ap, ; (t) *AP.1; (t) dia ustalonego i
(réwnanie prospektywne)
dp, (t)
(**) (‘jit =Ap,;(t) =P ;4 (t) dia ustalonego |

(rownanie retrospektywne)
a ich rozwgzaniem jest
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()"

(j-i)!
Przykifad.
Strumier zgtoszé do systemu telekomunikacyjnego jest procesemsBosés Wiadomoze
intensywnd¢ tego procesu wynogi = 3 zgt/min.
a) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia co najwyej jednego zgtoszenia wagu 30
sekund,
b) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia trzech zgtosaew ciggu 30 sekund,
c) obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze czas midzy kolejnymi zgtoszeniamigolzie wickszy
niz 12 sekund,
d) ile sekund wynosiredni czas oczekiwania na pierwsze zgtoszenie?
Rozwizanie.
Ad. a) 30 sekund to 0,5 minuty, zatem odczd tablicy rozkidu Poissona di = 1,5
mamy.
P(Xos 1) =P(Xy5 =0) +P(X,5 =1 =0,223+0,335=0,558
Ad. b) analogicznie P(X,5=3) =0126
Ad. ¢) T — czas mgdzy zgtoszeniami. Jest to zmienna losowa o rozkéadyktadniczym.

P (t) =

Poniewa 12 sekund to 0,2 minuty dk = 0,6 mamy.

P(T >02) =e°® =0,5488 (odczyt z tablicy dla k =X1,= 0,6).

Ad. d) E(T) =14 = 1/3 = 20 sek.
Przykifad.
Strumier awarii pewnego systemu jest modelowany procesemsséma. Wiadomogze
przecetnie jedna awaria zdarzag¢sfraz na 50 godzin (zatem intensywédego procesu
wynosiA = 0,02 awarii/godz.).
a) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia co najwyej jednej awarii w gigu 20 godzin,
b) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysapienia co najmniej dwoch awarii wagu 20 godzin,
c) obliczy¢ prawdopodobigstwo bezawaryjnej pracy wagu 20 godzin,
d) obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze czas midzy kolejnymi awariami édzie wickszy ni

100 godzin,
e) obliczy wartas¢ oczekiwamg bezawaryjnego czasu pracy tego systemu.

Przykifad.

Wyznaczy parametry i narysowgorzyktadowa realizacje procesu
Z(t) = X(t)-At

gdzie X(t ) jest jednorodnym procesem Poissona o intensyevico

Przyktfad.
Sprawd, ze dla jednorodnego procesu Poissona o intens§asvha@achodzi

lim 2 _
nee N

Wskazowka.
Zauwa, ze X(n) jest surp niezalenych zmiennych losowych
X(1), X(2) - X(1), X(3) - X(2), ..... , X(n) - X(n -1), o jednakowym rozktadzie Poissona

z parametrem. Nalezy zastosowado tego cigu mocne prawo wielkich liczb.
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Przyktfad.
Sprawd, ze macierz prawdopodoliistw przejcia procesu przgtzania mgdzy stanami
{-1, 1} generowanego procesem Poissona, tzn. ptoces

ZO)=Z20)(-D*®, t=0
gdzie X(t) jest jednorodnym procesem Poissona o intensygviAoma postéa

% (1 + e—zm) %(1_ e—zm)

P(t) =
% (1_ e—zm) % (1 P )
Wskazoéwka.
P_1; (1) = p,, (1) = p(X(t) = l.nieparzpta) = Z, p(X(t)=2n+1) =
_ (AP L o
_;(2n+1)le —E(l_e )
Py - L) =1-p_ 11(t) pl,l(t):l_ pl,—l(t)'

Przyktfad.
Oblicz lim PX(© =1

-0 P(X(t) =1

gdzie X (t)jest jednorodnym procesem Poissona o intensyevio
odp. lim 2 XO 2 _; 1=P(X=0) _
t-0 P(X(t)=1) t-0o P(X =1
Proces urodze i §mierci.
A, - intensywndci urodzeé, i =0, 1, ...
H; - intensywndci smierci, j= 1, 2, ...

ofe_ 4] ot O @ .
lo " [ - [2] 7
Mailn

p;(t) - prawdopodobigstwo przejcia ze stanu i do stanu j po czasie t,
pi(t) map wiasndci:

Pi-1(t) = it + o(t),

Pii+(t) = Ait + o(t),

Pii(t) =1 - Qi + )t + o(t),

p.i(t) =o(t), dlali-j>1
i spetniaj uktad rowna Kotmogorowa:

d
*) th() P ® = (A )P O+ [P ()

i warunki pocatkowe;(0) = 1, p;(0) =0 dla #|.
Dalej rozpatrujemy proces urodzesmierci ze skaczor liczbg stanéw 0, 1, ...,

o el % 12 P D@@*[N]

Niech P(t) = [p(t)] stochastyczna macierz prz«ap i,bj=0,1,.
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Proces urodzei smierci jest jednorodnym procesem Markowa.

Dla procesu urodzei smierci macierz intensywr$oi ma posté

_—/10 A 0 o --- 0 0 0
o —(A 1) A o - 0 0 0
/\:[/]ij]: ,Uz ( 2...IUZ) 2
0 0 0 0 - iy —~(Aatiyy) A
0 0 0 o - 0 My —Hy |

ukiad r()vv_na Kotmogorowa mena zapis&w postaci macierzoweyj:
d
— P(t) = P(t)A
i (t) = P(t)

Rozwizanie tego réwnania ma postR(t) = P(0)e™
t2

3
Gdzie €" =1 +/\t+—|/\2 +t§/\3+....

Przyjmupc p(t) = (R(t), pu(t), ..., pu(t)) (wektor rozktadu procesu w momencie t), to nawie
Kotmogorowa p'(t) = p(f\ zapisujemy po wspékegnych w postaci

pé) (t) = _/]0 Po (t) U pl(t)
PL (1) = AgPo(t) ~ (A + £ )P, (®) + 4, P, (1)
Py (t) = A, Py (t) = (A; + £4,) P, (1) + 15 P5 (1)

Py (1) = Ay Py (D) = 24 Py (1)
Przyjmujemy rozktad poatkowy p(0) = (1, 0, O, ...).

Uktad réwna Kotmogorowa:
d
— p(t) = p(HA
£ PO = PO

ma rozwizanie postacip(t) = p(0)e™
2 3

t

gdzie € =1 +At+—N\’ +§/\3+....

2
Uwaga.
Proces urodzei smierci ma dla intensywroi dodatnich rozktad graniczny postaci:
A A
M =———=M, i=1,2, .., N
YT
gdzie
1
M. =
0 1+ Z’\‘: AA A
iz MM
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Zauwamy, ze sktadowe wektora rozktadu granicznegogsaing rowng 1.
Dowaod.
Zastosujemy sposob pierwszy. Rozpatrzmy rownaifie= 0

-A A 0 O - 0 0 0 0
o —A+w) A O - 0 0 0 0
0 -(A,+ A - 0 0 0 0
e
0 0 0 0 - thyy ~(Aatihs) A 0
0 0 0 O - 0 My Uy ] (O]

czyli ukfad réwna

=AM+, =0

/10”0 —(/11+,u1)|_|1+,u2|_|2 =0
/11”1 _(/12 +,L12)|_|2 +/13|_|3 =0

Anallyg =My =0

J&li przyja¢, ze —A,N,+ N, =z,; -AN, +u,M,=2;itd. to
z, =0

z,-72=0

z,-2,=0

z, =0
stad z = 0 i przyjmugc Ny jako parametr mamy z warunkOw unormowania poszakev
wzory.

Uwaga.
J&li proces urodzéi smierci ma przeliczalpliczbe stanow, to rozktad graniczny jest postaci

AA A

M, === i=1,2, ...
JTyT:
1
dzie My = oo
9 0 1+Z/10/11../1i_1
izt MMM

2 A A A :
(zaktadamyze szeregZM jest zbieny).

i=1 1Mo M
Przykifad.

Niech A =A, . =iA,i=0, 1, ..., gdziel >0, dana stafa.
Zbadaj istnienie w tym przypadku prawdopodabig granicznych.

Przykiad (proces urodze).

A, - intensywndci urodzeé, i =0, 1, ...
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o **~[a] **-[2] **-[3] =

Dla procesu urodze macierz intensywrigci ma posté:

A Ay O O -0 0 0 .-
o -4 4 O -0 0 0 -
o o0 -4, A4 - 0 O O -

/\:[/]ij]:

0 0 0 0 - 0 -A A

pocatkowy p(0) = (1, 0, 0, ...).
Sprawd, ze rownanie Kotmogorowa p'(t) = pf®) ma dla tego procesu posta

Po (t) = =4, P, (1)
Py (t) = Ao po (1) = A, Py (1)
p'z (t) = /11 pl(t) - /]2 P, (t)

Przykiad (proces Yule’a).

Jest to proces urodzella ktérego intensywrioi urodzé 3 rowne A, =id,i=0,1, ... .

Przyjmujemyze p(t) = (p(t), pa(t), ...) (wektor rozktadu procesu w momencie tyzo
pocatkowy p(0) = (0, 1, 0, O, ...).

Sprawd, ze rownanie Kotmogorowa p'(t) = pf®) ma dla tego procesu posta

Po(t) =0
pi(t) = =4 py(t)
Py (t) = A p(t) —24 p,(t)

P() =4 p, (1) —KA p (1)

a prawdopodobiestwa

o, (1) = e - diak>0
“7 o dla k=0

spetniaj to réwnanie.

Przyktfad.

W zakladzie pracgjmaszyny, z ktérych kala psuje si niezaleénie od pozostatych z
intensywndcig A = 3 maszyny/godz. Maszyny tg isaprawiane przez robotnikdw. Niech X(t)
oznacza liczb zepsutych maszyn w chwili t. Rozpatrzmy epsjace przypadki:

1) s3 3 maszyny i 1 robotnik pracgy z intensywnéciag 1maszyna/godz.
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2) sa3 3 maszyny i 2 robotnikéw pracigych bez wspotpracy z intensywéomy
1maszyna/godz. kdy.

3) s34 maszyny i 2 robotnikéw pracigych bez wspotpracy z intensywéomy
1maszyna/godz. kdy.

4) s3 3 maszyny i 3 robotnikéw pracgych z petg wspétprag z intensywnécia
1maszyna/godz. kdy.

5) s3 3 maszyny i 2 robotnikéw praagych z petg wspotprag z intensywnécia
1maszyna/godz. kdy.

6) sa3 3 maszyny i 2 robotnikdw pracuych z ograniczapwspotprag (z intensywnécia
1maszyna/godz. kdy gdy pracyj osobno i z intensywrdoig 1,5maszyny/godz. gdy
pracup razem).

W kazdym przypadku:

a) narysowa graf,

b) wyznaczy prawdopodobigstwa graniczne,

c) obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze zaden robotnik nie pracuje,

d) obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze przynajmniej jedna maszyna jest sprawna,

e) obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze przynajmniej jedna maszyna czeka na
naprave,

f) obliczy¢ srednia liczlg zepsutych maszyn,

g) obliczy¢ srednia liczle zagtych robotnikow.

Ad. 2,[0,0129; 0,1164; 0,348; 0,523]; Ezm = 2,3r = 1,86.

Ad. 4, [1/16; 3/16; 6/16; 6/16]; Ezm = 2,06; EzP8.

SMO

Systemy masowej obstugi (zastosowanie procesu atadmierci) - przyktady:
- centrala telefoniczna,

- stacja benzynowa,

- kasa biletowa,

- system informatyczny.

Zalozenia:

n - liczba stanowisk obstugi,

m - liczba miejsc w poczekalni.

- strumier zgtoszé jest procesem Poissona z parametker0,

- czas obstugi ma rozktad wyktadniczy z parametpemO (intensywné obstugi),

- stanowiska dziatgjniezalenie,

- zgloszenia ktore nagiig gdy wszystkie stanowiska obstugi zate przechodgzdo
poczekalni (jéli jest),

- jesli wszystkie stanowiska obstugi gagte i wszystkie miejsca w poczekalni zagte to
zgtoszenie opuszcza SMO.

X(t) - proces stochastyczny oznacgsgj liczbe klientow w SMO w chwiili t,
pi(t) = PCX(t) =), ]=0,1, 2, .... jestrozktadem tego procesu w chwili t
Najczsciej interesuj nas prawdopodohistwa graniczne
c,=n,Cc=n,..,G=0n0,,..

SMO ze stratami (bez poczekalni), bez wspotpracy.
0 < n <oo, m=0
A = A intensywné¢ zgtosza,
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(=l mtensywncéc obstugi j - tego stanowiska,
f- f- f- f-
[O] [1] i [2] ?55 0 ""?ﬁ]_ﬁﬁ O [n _1] ?ﬁﬁ O [n]

Prawdopodobnastwa gramczne (wzory Erlanga):

. -1 N\—1
1 oA La’
C.=Il.= = - | = —
0 (. ) AZ A3 A (j:o ,UJJI} (120 JIJ

1+—+ + 4+

M2 3

—)
gd2|ea—#
j j
A c=%c.
p'! J!

Wzory te wynikag bezpdrednio ze wzorow na rozkiad graniczny dla procesadze i

C, =MN,=

j=1,2,...,n

smierci bowiem:

1
C0 = I_IO = n czynnikéw =
———
WA AR, AR, ADADALD
u ez ppy T g dn-1) iy
_ 1
- 2 3 n
WAL R,

,UZZ' ;133' n
Zauw&my ze
A a
_ a1 !
C = = .
AL LA L
w2 g &

i mnozac licznik oraz mianownik przee ® widzimy, ze poszczeg6lne sktadniki sdbwne
funkcji prawdopodobigstwa rozkiadu Poissona z parametieem
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A e

_ L _
C = =

| e_a+Ae_a+A2 a ASe +  + " e_a

U ;122! ,u33' un

a’ g | i=0,1,2, ..n.
_ J! N AC)

Z ZF}(J)

j=0 J j=0

zatem maemy wyznaczé& wartaéci C; za pomog tablic rozktadu PoissonaP,(j )
(P,(J)=P(X =]) jest funkcyp prawdopodobigstwa rozktadu Poissona z parameti@mn

Uwaga

Jeili dysponujemy skumulowanym RPS i nieskumulowanyr@NRrozkladem Poissona

| c = RPNJ)
(np. funkcja EXCELA) to~j — RP$n) .

Prawdopodobigstwo odmowy = Bym = Cn
Prawdopodobigstwo obstugi = Rgi=1 - G.

Srednia (graniczna) liczba zéych stanowisk obstugi.
0 1 n
Co Cy ) G

n k 1

m,. =lim E(X (t)) = ZkED Zk&c az( )

_az C Q'ZC =a(C,+C, +..+C )=a@-C)=alP,,

|OI

Uwaga
a
Jelin=1to C - : C O'C
1+a 1+ a
W tym przypadku M, =a(1-C)=alC,=C, =P,,.
Przykiad.

Rozpatrujemy SMO ze stratami, bez wspotpracy, nwyznaczymy prawdopodokistwa
A
graniczne dla rinych wartdci a = ; I zbadamy zabenos¢ prawdopodobigstwa odmowy

obstugi isredniej liczby zajtych stanowisk odr .
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W poszczegdélnych kolumnach wpisang grawdopodobigstwa graniczne dla wakoi
a podanej w nagtéwku kolumny. Pod tabepodancsrednie liczby zajtych stanowisk.

alfa 0,05 0,1 0,5 1 15 2 3 5 7 10
0,95123| 0,90484| 0,60654| 0,36810| 0,22413| 0,13761| 0,05435| 0,01094| 0,00303| 0,00068
0,04756| 0,09048| 0,30327| 0,36810| 0,33619| 0,27523| 0,16304| 0,05469| 0,02123| 0,00677
0,00119| 0,00452| 0,07582| 0,18405| 0,25214| 0,27523| 0,24457| 0,13674| 0,07429| 0,03384
0,00002| 0,00015| 0,01264| 0,06135| 0,12607| 0,18349| 0,24457| 0,22789| 0,17335| 0,11279
0,00000| 0,00000| 0,00158| 0,01534| 0,04728| 0,09174| 0,18342| 0,28487| 0,30337| 0,28198
0,00000| 0,00000| 0,00016| 0,00307| 0,01418| 0,03670| 0,11005| 0,28487| 0,42472| 0,56395

g WIN|[FR|OI—

Ims | 0,05 0,1] 0,4999| 0,9969| 1,4787| 1,9266| 2,6698| 3,57566| 4,02696| 4,36
Dla pieciu wybranych wartéci & rozktady graniczne zilustrowano graficznie.

zalezno$¢é prawdopodobie Astw granicznych od alfa (n=5)

1,00000 -
g \ |—e—alfa=0,05 —s—alfa=0,5 alfa=1,5 alfa=3 ——alfa=10 |
1 0,80000
o
2 2 0,60000
QO N !
o °Q
8 & 0,40000 -
o O L
S 0,20000 o
® e
e 0,00000 » ®

0 1 2 3 4 6
stany

Zauwamy, ze wraz ze wzrostem alfy §oie prawdopodobiestwo, ze zagta bxdzie wiksza
liczba stanowisk.

Na drugim wykresie przedstawiono zaies¢ prawdopodobigstwa odmowy obstugi (£ od
alfa. Wzrost intensywrigi zgtoszé w stosunku do intensywsa obstugi tzn. wzrosi
powoduje wzrost prawdopodoligwa odmowy obstugi.

zalezno$¢ p-stwa odmowy od alfa (n=5)
0,60000

0,50000 -
0,40000

0,30000 -

odmowy

0,20000 -

prawdopodobie Astwo

0,10000 -

0,00000 =
0 2 4 6 8 10 12

L 2
<




Na trzecim wykresie przedstawiono zades¢ sredniej liczby zajtych stanowisk (m) od
alfa. Wzrosta powoduje wzroséredniej liczby zajtych stanowisk.

zalezno$¢ sredniej liczby zaj etych stanowisk od alfa (n=5)

»

N
Ol 0T N U1 W ol A U1 ol
| | |

w

=

o

srednia liczba zaj etych stanowisk

o
o
N -
N
o
o

10 12
alfa

SMO ze stratami (bez poczekalni), z petpwspotprac.
0 <n <o, H; = niLintensywnéc obstugi | - tego stanowiska,

m=0
A g A A [~ 4] OB
[O] ?ﬁﬂm[l] ?ﬁﬁm[z] ?ﬁﬁm""?ﬁﬁm [n 1] ?ﬁﬁm[n]

Prawdopodobigstwa graniczne:

d =1
. 1 gdy B
C0:1+IB+IBZ+ +,Bn: 1_,Bn+l -1
S gdy B#1
“ 1_ﬂ
gdzie ﬁ:izg
nu n

C, =B'C, i=1,2,...n

Prawdopodobi@stwo odmowy obstugi to J&n = C..

SMO z ograniczonymi stratami, bez wspotpracy.
m>0
stanowiska obstugi poczekalnia
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0] ?Sg[l]....m* [n] °0- [n+1]...[n+m-1] hDﬁD[n+m]

o o

Prawdopodobigstwa graniczne:

-1
(. a a a" a" )
CO_(1+E+E+ +W+H('B+'B+ +,8m)j
A
gdzie 7 B =ni,u =% zatem
( n k n _ 1
Za + 4 '8(1 ,B’“)J gdy B#1
C oK n 1-p
0_< n a,k a,n -1
—+—m dy =1
(& gdy S8
a |
Ck:ﬁCO‘ k=1,2,..,n Cn+j:,5”Cn‘ j=1,2
Uwaga dlak=0,1,2,...,n
' d(e_a
k! RK

- Al ﬂ“) “ ﬁ( 7
CK:%:Ne ” ZP(k) P~ =/ 13
RK

n
PIACREAGY
(k=0
zatem do obliczemazna wykorzysta tablice rozktadu Poissona.

gdys=1

SMO z ograniczonymi stratami, z peta wspotpraa.
m>0

stanowiska obstugi poczekalnia
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. b7 ob 1o
0] Eﬁm[l]....?ﬁﬁm [n] ?ﬁﬁm[n+1]...[n+m 1] ?ﬁﬁm[n+m]

Prawdopodobigstwa graniczne:

1 _
. — gdy =1
CO :1+,8+,82 + +18n+m = 1_18n+m+1 1
. [_EiZT{) ody B#1
gdzie 'ani,uz%

C. =p'C,.

j=1,2,...,n+m

Prawdopodobigstwo odmowy obstudPodm = Gh+m-

SMO bez strat (nieskaiczenie wiele stanowisk), bez wspétpracy.
n=o, A=A intensywné¢ zgtosze, y; = ju intensywnéc obstugi j - tego stanowiska,

0] -] 24 5 [n] 285, [l

2 T ] +1
~tho  ctho o
Prawdopodobigstwa graniczne:
N\—1
o o A
G=|)—| =€° dzie @ =—
O(gﬂJ ’ H
A a _
Cj _WCO —TCO ]=1,2,...,n, ...
Uwaga
a _, .
q:?e =FR,(j)" j=0,1,2,..,n, ...

zatem do oblicazemozna wykorzysta tablice rozktadu Poissona.

Uwaga. Ten typ SMO nie mie by¢ rozpatrywany z petnwspotprag obstugi.

SMO bez strat (nieskaiczenie diuga kolejka), bez wspéipracy.
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m =oo
stanowiska obstugi poczekalnia

5 AL ] b 4 o
0] fﬁm[l]....fEﬁﬁD ] fgﬁm[nﬂ].... E%D[mm].... T

Prawdopodobigstwa graniczne

A«

zaktadamyze ,8 = n_ = F < 1 warunek istnienia prawdopodobiaistw granicznych) zatem

a,k

Ck:FCO‘ k=1,2,...,nCn+j ZIBJCn\ i=1,2,..

e
P.(k
Uwaga.dlak=0,1,2,..,n G=—— k! = 2(K)

Sl et SrwrRm L

=K n

k=0
Uwaga.Podobnie dlaB < 1 mana rozpatrywa przypadek SMO z nieskozom poczekalrd
i petng wspotpraca stanowisk Wtedy

_ 1 (1) _ pie |
C0_1+,8+,82+..._[1—,3j; i =FG =12, ..

SMO bez strat (zgtoszenia niecierpliwe), bez wspaicy.
m =oo
T1 — czas oczekiwania w kolejce,

1-e" gdyt>0

P(T, <t) =
0 gdyt<O0
V - intensywnec¢ niecierpliwgci,
stanowiska obstugi poczekalnia
f- f- f- t -
0] an 1] iﬁ i [n] ? . [n+1].... ? o [n+m|...

Prawdopodobigstwa graniczne:
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n k n
C, = Za +a A N
=k n\nutv

X A"
+ +...+ +...

(ne+v)inu+2v) " (nu+v).(ng+mw)

zaktadamyze powyiszy szereg jest zbiny.

Zatem
_O’k _a,n
Ck F 0> k=1,2,..,n Cn WCO
/]j
C., =C — |
" T (et v) (nu+ jv) =12,

Charakterystyki SMO.

my - $rednia liczba klientow w SMO (st. obst. lub pocZeka),
my - Srednia diugéc¢ kolejki,

m,s - Srednia liczba zajych stanowisk,

SMO z ograniczonymi stratami, bez wspotpracy.

Y - liczba zagtych stanowisk obstugi,

Y 1 ../n-11|n

0
p C0 Cl Cn-l Cn+Cn+1+---+Cn+m

m, =EY=a(1-C,.,. . )=a P,

Z - liczba zagtych miejsc w poczekalni,

n+m

Z 0 1 m

P C Chi1 Gim

n
i
i=0
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c(@j dla =1

1_(m+1)ﬁm + m,Bm+1
-8y

X - liczba zgloszéw SMO, X=Y +Z,
Zatem

C.B

dla g#1

N

My = EX=EY + EZ = m,s + my

Whiosek
Je&ili m = 0 (brak poczekalni) to

EZ =0, EX =EY =a(l1- C)
Whiosek
J&lim=o to G:n— 0 (gdy m- o)  oraz

1
EZ=C f————
2
(- 8)

EY = a

tsyst- Sredni czas przebywania w SMO,
tsyst - mkI/}\

twol - Sredni czas przebywania w kolejce,

tiot = M/
Niech m =c0 (wtedy3 < 1)
Z - czas oczekiwania zgtoszenia w kolejce.

1 dla z<0
P(Z>2)= &e—nﬂz(l-ﬁ) dla z=0

1-p

Klasyfikacja kolejek.
Priorytety obstugi:
FIFO (first in first of),
SIRO (selection in random order),
LIFO (last in first out).

Rozpatrywany przez nas priorytet to FIFO.
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Klasyfikacja Kendalla:
X1/X2/n . (N, m),

X1 - rozktad czasu mdzy kolejnymi zgtoszeniami,
X, - rozktad czasu obstugi jednego zgltoszenia,

n - liczba stanowisk obstugi,

N - liczebnd¢ obstugiwanej populacii,

m - liczba miejsc w poczekalni.

Dla rozktadow X, X, przyjeto m in. oznaczenia:

D - rozktad deterministyczny (rowne og¢jsy czasu),
M - rozktad wyktadniczy,

G - dowolny rozktad,

Rozpatrywany przez nas markowskie SMO ma oznaczenie
M/M/n : (c0, M)

Przyktad.

Rozpatrujemy SMO ze stratami, bez wspotpracy,2 zgt./h;u = 4 zght./h ¢t =A/u =0,5).

Wyznacz minimalg liczbe stanowisk obstugi tak aby&, < 0,05.
Sposob 1.
Rozpatrujemy na przyktad n =

2\1 2
CO: 1+a+a_ (1 1+1j _é Clzﬁc():i sza_cozi> 005
2! 2 8 13 il 13 2 13
Nalezy zatem zw¢kszye n.
Rozpatrujemy n = 3.
2 3\t -1
C 1+a+0’_+0'_ :(1+1+1+ij :4_8
2 3 2 8 48 79
2 3
wtedy ¢, =%¢, =24 c,=%c =5 c,=%c =L<ops
il 79 2 79 3 7S

Poniewa Cz = Pygm = 1/79 < 0,05 zatem powinny bprzynajmniej 3 stanowiska.
Sposob 1l (z wykorzystaniem tabllc rozktadu Poisgon
Rozpatrujemy na przyktad n =

c,=—fal) - 05(2) 00758
ZP(J) Ps(0) +Fs @) + Ry (2) ~ 0,6065- 03033 00758

Nalezy zatem zwkszy’: n.

Rozpatrujemy n =
C = I305(3) 00126
P.O+P,0)+P.+P.3 ~ 0606503033 00758 00126

Poniewa Csz = Pygm = 0,0126 < 0,05 zatem powinnydgrzynajmniej 3 stanowiska.

Przykifad.
Rozpatrujemy SMO z jednym stanowiskiem obstugi.d&ray jak zmienia 8iPyqm dla
réznych wartdci a gdy dluga¢ poczekalni rénie od m = 0 do m = 10.
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W tym przypadku = 3. Poszczegolne kolumny zawiey&qm dla ustalonegf i roznych m.

|beta | 0,3| 0,9| 1,5| 2,1 2,7
m Podm Podm Podm Podm Podm
0 0,2308 0,4737 0,6000 0,6774 0,7297
1 0,0647 0,2989 0,4737 0,5872 0,6633
2 0,0191 0,2120 0,4154 0,5522 0,6417
3 0,0057 0,1602 0,3839 0,5370 0,6340
4 0,0017 0,1260 0,3654 0,5300 0,6313
5 0,0005 0,1019 0,3541 0,5267 0,6302
6 0,0002 0,0840 0,3469 0,5252 0,6299
7 0,0000 0,0703 0,3422 0,5245 0,6297
8 0,0000 0,0595 0,3392 0,5241 0,6297
9 0,0000 0,0508 0,3372 0,5240 0,6296
10 0,0000 0,0437 0,3359 0,5239 0,6296
Zalezno$é Podm od mdla r6 znych beta
‘—o—beta:O,S -=—beta=0,9 beta=1,5 beta=2,1 —x—beta=2,7
0,8000
0,7000 7%
0,6000 7| * * * * X * *
c 0,5000 -
S 0,4000 \
O 0,3000
0,2000 -
0,1000 \\
0,0000 ! - * * * * * *
0] 2 4 6 8 10
ditugo $¢€ poczekalni

Jak wid@ P,gm maleje gdy rénie liczba miejsc w poczekalni.

Zadanie 1.
Rozpatrujemy SMO ze stratami, bez wspotprameinio klienci zgtaszajsie co 20 minut,
asredni czas obstugi jednego klienta wynosi 5 minut.
Wyznacz minimalg liczbe stanowisk obstugi tak aby&, < 0,01.
Dla tak wyznaczonej liczby stanowisk oblicz prawddpbieistwo:
- tego,ze w SMO nie ma klientéw,
- tego,ze w SMO jest przynajmniej jeden klient,
- tego,ze w SMO jest najwiej jeden Klient,
- tego,ze czas nudzy kolejnymi zgtoszeniami przekracza 0,5 godziny,
Wyznaczsredng liczbe klientdw w SMO. Wyznacgredng liczbe zagtych stanowisk.
Odp. n =3m,=0,25

Zadanie 2.
Rozpatrujemy SMO ze stratami z jednym stanowiskiehstugi. Wiadomo, ze
prawdopodobigstwa odmowy obstugi wynosi 0,375 orae,srednio klienci zgtaszajsie co
20 minut. lle wynosgredni czas obstugi jednego klienta w tym SMO?

Odp. 12 minut
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Zadanie 3.
Rozpatrujemy SMO ze stratami, bez wspotpracy z davatanowiskami obstugi. Wiadomo,
ze prawdopodobiestwa odmowy obstugi wynosi 0,2 oraz sredni czas obstugi jednego
klienta w tym SMO wynosi 10 minut. lle wynosi inywna¢ zgtoszé w tym SMO?

Odp.a =1 wiec A = = 6zgl/godz

Zadanie 4.
Rozpatrujemy SMO ze stratami, bez wspoipracy. \Ohaal, ze intensywné zgtoszé jest
réwna intensywngci obstugi.Srednia liczba zatych stanowisk wynosi a) 0,5 b) 0,8
lle jest stanowisk obstugi w tym SMO?
Odp.a)l b)2

Zadanie 5.
Rozpatrujemy SMO z ograniczonymi stratami, bez W®pdy z jednym stanowiskiem
obstugi i jednym miejscem w poczekalni. . Wiadome,intensywné¢ zgtoszé jest rowna
intensywndaci obstugi. Wyznacz §mi Mgs.

Odp. G=C =G = 1/3 wkC Pygm=1/3 i ms= 2/3

Zadanie 6.
Rozpatrujemy SMO z ograniczonymi stratami, bez Wsp@y, srednio klienci zgtaszajsie co 30
minut, asredni czas obstugi jednego klienta wynosi rowr8® minut. W poczekalnigs2 miejsca.
Wyznacz minimala liczbe stanowisk obstugi tak aby R, < 0,001.
Dla tak wyznaczonej liczby stanowisk oblicz prawddpbigistwo:
- tego,ze w SMO nie ma klientéw,
- tego,ze w SMO jest przynajmniej dwoch klientow,
- tego,ze w poczekalni jest najwigj jeden klient,
Wyznaczsrednp liczbe klientow w SMO. Wyznaczredng liczbe zagtych stanowisk.
Wyznaczsredng liczbe zagtych miejsc w poczekalni.

Odp. n = 4m,=0,999
Zadanie 7.
Rozpatrujemy SMO bez strat (nieskaona poczekalnia), mamy dwa kanaty obstugi betpsacy,
srednio klienci zgtaszajsic co 15 minut, d&redni czas obstugi jednego klienta wynosi réviriié
minut. Oblicz prawdopodobistwo:
- tego,ze w SMO nie ma klientéw,
- tego,ze w SMO jest przynajmniej dwoch klientéw,
- tego,ze w poczekalni jest najwigj trzech klientéw,
Wyznaczsredng liczbe klientow w SMO. Wyznacgredng liczbe zagtych stanowisk.
Wyznaczsrednhg liczbg zagtych miejsc w poczekalni.

Odp. mes=1, m=1/3

Zadania powtdrzeniowe z proceséw stochastycznych.
Zadanie 1.
Wyznaczy parametry proces(t) = At* + B, gdzie A, B to zmienne losowe
nieskorelowane. A ma rozktad Poissona z parameZreBnjest zmiengmlosowy
skokowg
o funkcji prawdopodobisstwa: P(B = -1) = 0,25; P(B=0) =0,5; PB =1) =
0,25
Zadanie 2.
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Wyznaczy parametry procesi(t) = A¢ +Be", gdzie A, B to zmienne losowe
o parametrach: EA = 1; EB = 0, ¥® = 2, D'B = 2; wspolczynnik korelacii
migdzy tymi zmiennymi wynosi -0,75.

Zadanie 3.

Wyznaczy parametry procesx(t) = At+B, gdzie A, B to zmienne losowe

o parametrach: EA = 0; EB = -1, i macierzy kowacjam {_11 _J
Zadanie 4.
Wyznaczy wartasci wkasne macierzy

0 05 05

P=05 0 05

05 05 O
Czy odpowiedni tacuch Markowa jest ergodyczny. Narysawgaaf tego
tancucha.
Je&ili istnieje rozktad ergodyczny tegodaucha , to wyznaczygo.
Zadanie 5.
Wyznaczy rozktad ergodyczny facucha Markowa o macierzy §jeistnieje).
Narysowa graf taacucha.

111

4 2 4
11450

02 03 05 p=[2 2
a) P=|05 0 05 b) 1141
0 02 08 4 2 4
010E
. 4 4 |

Zadanie 6.

Proces (tacuch Markowa) przyjmuje warfoi -1, O, 1. Rozktad pogikowy
p(0) =[O, 0, 1]. Macierz P ma poéta

02 03 05
P=(05 0 05
0O 02 08

Narysowa graf taacucha. Wyznaczy
d) Rozktad prawdopodobistwa po 2 krokach (tzn. wektor p(2))
e) Wartos¢ oczekiwam procesu po 2 krokach.
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f) Graniczra wartg¢ oczekiwan.
Zadanie 7.

Niech X(t) kedzie procesem Markowa przyjmgym wartagci O i 1.
Przyjmijmy, ze rozktad pocztkowy ma posta[l, O ].

Narysuj graf procesu i jego macierz intensydaoUtéz i rozwigz rownanie
Kotmogorowa, wyznacz wektor p(t) i rozktad granigzn

o] &1

Wyznaczy wartas¢ oczekiwag m(t) i graniczg wartag¢ oczekiwang.
Wyznaczy wariancg D*(t) i graniczra wariancg.
Zadanie 8.

Narysowd graf i wyznaczy rozktad graniczny procesu Markowa o macierzy
intensywndci:

-2 2 0
A= 0 -4 4
2 0 -2

Zapis& rownanie wektorowe Kotmogorowa dla tego procesu.
Wyznaczy graniczim wartag¢ oczekiwag. Wyznaczy graniczm wariancg.
Zadanie 9.

W zakladzie pracgj maszyny, z ktorych Kala psuje s niezalenie od

pozostatych z intensywsoiag A = 2 maszyny/godz. Maszyny te saprawiane

przez robotnikéw z intensywicia 4 maszyny/godz. kaly.

. Niech X(t) oznacza liczb zepsutych maszyn w chwili t. Rozpatrzmy

nastpujace przypadki:

7) s3 4 maszyny i 2 robotnikow praaajych bez wspétpracy .

8) sa 4 maszyny i 2 robotnikOw praagyych z pety wspotprasg.

9) s3 4 maszyny i 2 robotnikbw pracigych z ograniczan wspotprag (z
intensywndécia 4maszyny/godz. kaly gdy pracyj osobno i z
intensywnd@cia 2 maszyny/godz. gdy pragupazem).

W kazdym przypadku:

h) narysowa graf,

1) wyznaczy prawdopodobigstwa graniczne,

]) obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze zaden robotnik nie pracuje,

k) obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze dokiadnie jedna maszyna jest
sprawna,

l) obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze przynajmniej jedna maszyna
czeka na naprayy

m) obliczy¢ srednia liczle zepsutych maszyn,

n) obliczy¢ srednia liczlg zagtych robotnikow.
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Zadanie 10.

Strumieh awarii pewnego systemu jest modelowany procesensséia.

Wiadomo,ze przecitnie jedna awaria zdarzasaz na 20 godzin.

e) obliczy¢ prawdopodobigstwo wyssgpienia doktadnie jednej awarii wagju
10 godzin,

f) obliczy¢ prawdopodobigstwo wystpienia najwyej dwoch awarii w agu
10 godzin,

g) obliczy¢ prawdopodobigstwo bezawaryjnej pracy wagu 10 godzin,

h) obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze czas midzy kolejnymi awariami édzie
wiekszy niz 50 godzin,

1) obliczy¢ wartg¢ oczekiwag bezawaryjnego czasu pracy tego systemu.

Zadanie 11.

Strumier zgtoszé abonentdéw do centrali telefonicznej jest proceB@issona.

Srednio zgtasza sil5 abonentéw w ggu godziny.

a) oblicz prawdopodobiestwo,ze w chggu 20 minut do centrali zgtosigsi
I) czterech abonentéw,
[I) co najwyzej jeden abonent,

b) oblicz prawdopodobiestwo,ze czas oczekiwania na kolejnego klienta
bedzie wynosit od 20 do 40 minut,

Zadanie 12.

Do SMO naptygto zgtoszenie i rozpoea sk jego obstuga. Wiadomae A =
4zgt/h;

K = 2zgt/h.

Obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze w czasie T = 15 minut

a) naptynie kolejne zgtoszenie,

b) zakaczy sk obstuga zgtoszenia.

Zadanie 13.

Rozpatrujemy SMO ze stratami, z petmspoétprag, srednio klienci zgtaszaj
sie co 30 minut, &redni czas obstugi jednego klienta wynosi 15 minut.
Wyznacz minimala liczbe stanowisk obstugi tak aby < 0,02.

Dla tak wyznaczonej liczby stanowisk oblicz prawddgpbieistwo:

- tego,ze w SMO nie ma klientow,

- tego,ze w SMO jest doktadnie jeden klient,

- tego,ze w SMO jest najwiej jeden Klient,

- tego,ze czas midzy kolejnymi zgtoszeniami przekracza 0,25 godziny,
Wyznaczsrednag liczbe klientow w SMO.

Wyznaczsredng liczbe zagtych stanowisk.

Zadanie 14.

Rozpatrujemy SMO z ograniczonymi stratami, z pe#spotprag, srednio
klienci zgtaszaj sie co 20 minut, d&redni czas obstugi jednego klienta wynosi
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10 minut. W poczekalni jest 1 miejsce. Wyznacz maiim liczbe stanowisk
obstugi tak aby R&n < 0,01.

Dla tak wyznaczonej liczby stanowisk oblicz prawddgpbieistwo:

- tego,ze w SMO nie ma klientéw,

- tego,ze w SMO jest dokfadnie dwoch klientéw,

- tego,ze w poczekalni nie ma klientéw,

Wyznaczsrednag liczbe klientow w SMO.

Wyznaczsredng liczbe zagtych stanowisk.

Wyznaczsredng liczbe zagtych miejsc w poczekalni.

Zadanie 15.

Rozpatrujemy SMO bez strat (nieskaona poczekalnia), mamy jeden kanat
obstugi,srednio klienci zgtaszajsie co 30 minut, &redni czas obstugi jednego
klienta wynosi réwnig 20 minut. Oblicz prawdopodoliistwo:

- tego,ze w SMO nie ma klientéw,

- tego,ze w SMO jest dokladnie jeden klient,

- tego,ze w poczekalni jest najwgj dwoch klientéw,

Wyznaczsrednag liczbe klientow w SMO.

Wyznaczsredng liczbe zagtych stanowisk.

Wyznaczsredng liczbe zagtych miejsc w poczekalni.

Zadanie 16.

W SMO z ograniczonymi stratami bez wspotpracy stask jest jedno
stanowisko obstugi = 4zgt/h; u = 4zgt/h.

Wyznaczy minimalm liczbe miejsc w poczekalni tak, abygs, < 0,005.
Dla tak wyznaczonego m oblicz

a) srednp liczbe klientow w SMO,

b) srednh liczbe zagtych stanowisk,

c) srednp liczbe klientow w poczekalni,

Obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze czas midzy zgtoszeniami przekroczy
30 minut.

Procesy stochastyczne. Uzupetnienie.

Niestacjonarny strumien Poissona to strumiéa zdarzé w ktoérym
intensywn@¢ jest funkcy czasuA(t). Dla takiego strumienia liczba zdafize
zachodzcych w przedziale {t Tt + t)) ma rozkiad Poissona

P(X(to,r):k):pk(to,r):%e‘j k=0,1, ..
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to+7

qazie 4 = [AM)dt
t

Rozktad czasu mdzy kolejnymi zdarzeniami maggtosé
—tOfAr(t)dt
f (1) =A(t, +t)e © t>0
Przyktad.
a) Wyznacz powysz gestas¢ gdy A(t) = 2 + 3t.
b) Dla A(t) z punktu a) oblicz prawdopodobh&wo pojawienia gico najmnie]
jednego zdarzenia w przedziale czasu (2, 5).

c) DlaA(t) z punktu a) Obllcé:[ 0 EE))E 28 23 - g

Strumien Palmy (strumiex o ograniczonej pariti) to strumié w ktérym czasy
migdzy kolejnymi zgtoszeniamigsniezaleéne. Gdy ich rozktad jest ustalony to
strumier Palmy jesstacjonarny.

(Jednorodny (stacjonarny) strumid?oissona jest stacjonarnym strumieniem
Palmy, niestacjonarny strumiePoissona nie jest strumieniem Palmy bo
pocatek kolejnego przedziatu zahe od kaica przedziatu poprzedniego).

Twierdzenie. Ja&li strumien zgtoszé systemu kolejkowego jest strumieniem
Palmy

0 wyktadniczym czasie obstugi to strumiegtoszé otrzymupcych odmow
obstugi jest réwnig strumieniem Palmy.

W szczegolngci jesli strumiea wejsciowy jest prosty (Poissona) to strurie
zgtoszé nie obstionych nie jest prosty.

Strumien Erlanga rzedu k to strumié Poissona w ktérym k kolejnych zgtogze
odrzucamy akceptygg (k + 1) - sze zgtoszenie itd. Dla k = O struimi&langa
jest strumieniem Poissona.

Rozktad czasu mdzy zgtoszeniami w strumieniu Erlanga ma rozktathriga
k - tego rzdu (suma k niezalmych rozktadow wyktadniczych) cegtasci

f (t) — (At) —/]t

t>0
| dystrybuancie
k
Fo()=P(T <t)= Z% t>0
s=0
Strumier Erlanga jest strumieniem Palmy.
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Przyktfad.
Strumier proObkowanych sygnatdw pewnego systemu jest stmiene Erlanga
5 - tego rezdu. Wiadomo,ze intensywné¢ wyjsciowego strumienia wynosi
A = 0,1 sygn./min.).
]) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia co najwyej jednego sygnatu
w ciggu 10 min,
k) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia co najmniej trzech sygnatu
w ciggu 10 min,
l) obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze czas midzy kolejnymi sygnatamiduzie
wiekszy niz 20 min,
m) obliczy¢ wartcg¢ oczekiwang i wariancg rozktadu Erlanga.

p - przeksztatcenie strumienia Palmy.
Kazde zgtoszenie z prawdopodolsévem p pozostaje w strumieniu
a z prawdopodobfstwem g = 1 - p jest odrzucane.

p - przeksztatcenie strumienia Palmy jest struneieniPalmy.

Dla strumienia Poissona p - przeksztalcenie jestimseniem Poissona
Z parametremp.

Przyktfad.

Strumien zgloszé jest modelowany procesem Poissona. Wiadome,

przecetnie jedno zgtoszenie zdarza sz na 20 godzin . Zgtoszenia z tego

strumienia podlegajakceptacji z prawdopodolsistwem 0,25 (p = 0,25).

a) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia co najwyej jednego
zgtoszenia w egigu 40 godzin,

b)  obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia co najmniej czterech zgtosze
w ciggu 40 godzin,

c)  obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze czas midzy kolejnymi zgtoszeniami
bedzie wikszy niz 200 godzin,

d) obliczy¢ wartas¢ oczekiwag czasu midzy zgtoszeniami.

Dodatek 1.

Przeksztalcenie Laplace’a.
Przeksztalcenie Laplace’a (transformata Laplacdlekcji f(t) okreslonej na potprostej

<0, w) to funkcja zespolona oldlena przez cak L[ f ()] = f(s) = J'e‘s‘f (t)at
0
Funkcja f (s) jest okrglona w obszarze zbinosci powyzszej catki (aby byt to obszar

niepusty wystarczy aby f(t) miata najugj skaiczona liczle punktéw niecigtosci | rodzaju
i wzrost najwyej wyktadniczy, tzn|f (t)| < Me* M,a>0).

Krétko powyzsze przeksztatcenie oznaczarf(y) — f (s).
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Funkcg f(t) nazywamyoryginatem a funkcg f (s) obrazem

Jesli f(s) jest okrélona dla Res > a, to w kdym punkcie cigtosci funkcji f(t) jest
okreslone odwrotne przeksztatcenie Laplace’a (retramséba)

f(t)= L_l(fA(S))=2iﬂlxi[I;lo .[eStf(S)ds dla dowolnego ¢ > a

Niekiedy powysza catg mazna zamierd na calk po krzywej zamknritej, ktéry mazna
policzy¢ za pomog twierdzei o residuach. Gdy obraz jest funkeyymierr to rozktadamyg
na utamki proste i retransformujemy je.

Transformata Laplace’a jest przeksztatceniem limiow(dla odpowiednich s), tzn.

a,f(t) +2,9(t) — a,f(s)+a,4(s)
Retransformata réwnigest przeksztatceniem liniowym.
Pochodne transformujemy wg wzorti(t) — sf(s)- f (0).
Zestawienie najwaniejszych oryginatéw i obrazow:

f(t) l?(S)
1 1
S
t 1
SZ
t' M(r+1)
Sr+1
(r>-1) (FT(n+1)=n!, nON)
e” 1
s—-a
t" _ 1
n (s—a)™
e™ —e? 1
a-p (s-a)(s-5)
sinat a
?+q?
cosat S
s?+q?

Dodatek 2.
Funkcja tworzaca.

Jeli X jest zmienn losows przyjmupca nieujemne wartai catkowite i magca rozkiad
okreslony funkcp prawdopodobigstwa P(X =k)=p, k=012 ... to jej funkcja
tworzaca nazywamy zespolony szereg @gwy
W(s) =Wy (9 =D pis*
k=0
Przy czym jéli pewne wartéci k nie g punktami skokowymi to odpowiednie sktadniki

powyzszej sumy $réwne zero.
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Zauwamy, ze powy:sz funkcje mazna formalnie okrdi¢ jako W(s) = E(sx).

Z wiasndci funkcji prawdopodobigstwa wynika,ze powyszy szereg pogowy jest zbieny
przynajmniej dIa|s]s1. Zatem z wlasna@i zespolonych szeregéw pgbwych wynika,ze
W(s) jest funkcy analityczra wewrgtrz kota jednostkowegﬁ <1.

Funkcja tworzaca jednoznacznie okréla rozklad prawdopodobienstwa

zmiennej losowej o nieujemnych wartéciach catkowitych, bowiem

1 d* B
Pe= 1 ger P 9.0 k=012...
Niekiedy do wyznaczania k stosuje satke Cauchy’ego
Py = 1 @d O<r<1
271H .

(wartacs¢ tej catki mana wyznacz§ za pomog twierdzenia o residuach).
Jali W(9 jest funkcja wymiergto stosujemy rozktad na utamki proste.

Przyktfad.
Rozktad zerojedynkowy(X =1) = p, P(X=0)=q gdzie q=1-p
ma funkcg tworzaca

W(s)=q+ps

Funkcja tworaca sumy niezalaych zmiennych losowych jest rowna iloczynowi fupkc
tworzacych poszczegoélnych sktadnikéw.

Przyktfad.

ma funkcg tworzaca

W(s)=(q+ ps)’
Uzasadnienie: rozkiad dwumianowy jest gummiezalenych rozktadéw zerojedynkowych.

Przykifad.

k

Rozktad Poisson#®(X =k) =%e’” k=012... A>0

ma funkcg tworzaca
W(s) ="

J&li dla zmiennej losowej X istnieje momentdu drugiego, to
m=Y'()
m, =W (1) + W' Q)
zatem
D2X =" @)+ W' 1) -[w' Q)]

Uwaga.
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Poniewa W, (e') = ¢, (t), gdzie ¢, (t) jest funkcj charakterystycznzmiennej losowej X,

to wiasndci funkcji tworzmcych wynikaj z wiasndci funkcji charakterystycznych

z uwzgkdnieniem zamiany argumentu.

Np.

o950 _ Wi (€)E°0
[ [

=¥ @

) (W;( (eit) @it [ﬂ)" l-P; (e") @it [ﬂ@it D_H‘LP;( (eit)@it nin
m, = ¢X (O) . t=0 ( . Lo =W (D) + W' (1)

Funkcja tworzaca momenty (transformata Laplace’a).

Jeli X jest zmienn losowy dla ktorej istniej momenty dowolnego ¢du to jej funkcja
tworzaca momenty nazywamy funke zespolog

M (t) =M (t) = E(e¥)
zatem dla zmiennej losowej skokowej o funkcji prapddobiéstwa P(X = x, ) = p,

M (t) = Zetxk P,
a dla zmiennej losowejagtej o gstasci f(x)
M (t) = j e f (x)dx

IX

W obu przypadkach rozwijgg funkcg €
momenty zapisaw postaci

w szereg Taylora memy funkcg tworzaca

M (1) = 2%
k=0
zatem
_d*M(t)
T dtt

t=0
CO wyjania nazw rozpatrywanej funkciji.

Uwaga.
Migdzy funkcp tworzaca momenty a funkejtworzaca zachodzi zatinosé¢

M () = ¥(e')
(dla zmiennej losowej o nieujemnych waxiach catkowitych).
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Dodatek 3. Tablica rozktadu Poissona i tablica skuniowanego rozktadu Poissona.

Poisson-f.prawdopodobie nAstwa

alfa n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0,01 0,9900| 0,0099| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000
0,05 0,9512| 0,0476| 0,0012| 0,0000( 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,1 0,9048| 0,0905| 0,0045| 0,0002| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,2 0,8187| 0,1637| 0,0164| 0,0011| 0,0001| 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,3 0,7408| 0,2222 0,0333| 0,0033| 0,0003| 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,4 0,6703| 0,2681| 0,0536| 0,0072| 0,0007| 0,0001| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,5 0,6065| 0,3033| 0,0758| 0,0126| 0,0016| 0,0002| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,6 0,5488| 0,3293| 0,0988| 0,0198| 0,0030| 0,0004| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,7 0,4966| 0,3476| 0,1217| 0,0284| 0,0050| 0,0007| 0,0001| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,8 0,4493| 0,3595| 0,1438| 0,0383| 0,0077| 0,0012| 0,0002| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,9 0,4066| 0,3659| 0,1647| 0,0494| 0,0111| 0,0020| 0,0003| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1 0,3679| 0,3679| 0,1839| 0,0613| 0,0153| 0,0031| 0,0005| 0,0001| 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,1 0,3329| 0,3662| 0,2014| 0,0738| 0,0203| 0,0045| 0,0008| 0,0001| 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,2 0,3012| 0,3614| 0,2169| 0,0867| 0,0260| 0,0062| 0,0012| 0,0002| 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,3 0,2725| 0,3543| 0,2303| 0,0998| 0,0324| 0,0084| 0,0018| 0,0003| 0,0001| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,4 0,2466| 0,3452| 0,2417| 0,1128| 0,0395| 0,0111| 0,0026| 0,0005| 0,0001| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,5 0,2231| 0,3347| 0,2510| 0,1255| 0,0471| 0,0141| 0,0035| 0,0008| 0,0001| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,6 0,2019| 0,3230| 0,2584| 0,1378| 0,0551| 0,0176| 0,0047| 0,0011| 0,0002| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,7 0,1827| 0,3106| 0,2640| 0,1496| 0,0636| 0,0216| 0,0061| 0,0015| 0,0003| 0,0001| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,8 0,1653| 0,2975| 0,2678| 0,1607| 0,0723| 0,0260| 0,0078| 0,0020( 0,0005| 0,0001| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,9 0,1496| 0,2842| 0,2700| 0,1710| 0,0812| 0,0309| 0,0098| 0,0027| 0,0006| 0,0001| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
2 0,1353| 0,2707| 0,2707| 0,1804| 0,0902| 0,0361| 0,0120| 0,0034| 0,0009| 0,0002| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
2,2 0,1108| 0,2438| 0,2681| 0,1966| 0,1082| 0,0476| 0,0174| 0,0055| 0,0015| 0,0004| 0,0001| 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
2,4 0,0907| 0,2177| 0,2613| 0,2090| 0,1254| 0,0602| 0,0241| 0,0083| 0,0025| 0,0007| 0,0002| 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
2,5 0,0821| 0,2052| 0,2565| 0,2138| 0,1336| 0,0668| 0,0278| 0,0099( 0,0031| 0,0009| 0,0002| 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
2,6 0,0743| 0,1931] 0,2510| 0,2176| 0,1414| 0,0735| 0,0319| 0,0118| 0,0038| 0,0011| 0,0003| 0,0001| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
2,8 0,0608| 0,1703| 0,2384| 0,2225| 0,1557| 0,0872| 0,0407| 0,0163| 0,0057| 0,0018| 0,0005| 0,0001| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
3 0,0498| 0,1494| 0,2240| 0,2240| 0,1680| 0,1008| 0,0504| 0,0216( 0,0081| 0,0027| 0,0008| 0,0002| 0,0001| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
3,5 0,0302| 0,1057 0,1850| 0,2158| 0,1888| 0,1322| 0,0771| 0,0385| 0,0169| 0,0066| 0,0023| 0,0007| 0,0002| 0,0001| 0,0000| 0,0000
4 0,0183| 0,0733] 0,1465| 0,1954| 0,1954| 0,1563| 0,1042| 0,0595| 0,0298| 0,0132| 0,0053| 0,0019| 0,0006| 0,0002| 0,0001| 0,0000
5 0,0067| 0,0337| 0,0842| 0,1404| 0,1755| 0,1755| 0,1462| 0,1044| 0,0653| 0,0363| 0,0181| 0,0082| 0,0034| 0,0013| 0,0005| 0,0002
8 0,0003| 0,0027| 0,0107| 0,0286| 0,0573| 0,0916| 0,1221 0,1396| 0,1396| 0,1241| 0,0993| 0,0722| 0,0481| 0,0296( 0,0169| 0,0090
10 0,0000| 0,0005| 0,0023| 0,0076| 0,0189| 0,0378| 0,0631| 0,0901| 0,1126| 0,1251| 0,1251| 0,1137| 0,0948| 0,0729( 0,0521| 0,0347
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Poisson p-stwo skumulowane (dystrybuanta prawostron nie ciagta)

alfa n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0,01 0,9900] 1,0000] 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000/ 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000/ 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000
0,05 0,9512| 0,9988| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000] 1,0000( 1,0000
0,1 0,9048| 0,9953| 0,9998| 1,0000( 1,0000| 1,0000/ 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
0,2 0,8187| 0,9825| 0,9989| 0,9999( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000] 1,0000( 1,0000
0,3 0,7408| 0,9631| 0,9964| 0,9997| 1,0000| 1,0000/ 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000
0,4 0,6703| 0,9384( 0,9921| 0,9992( 0,9999| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
0,5 0,6065| 0,9098( 0,9856| 0,9982( 0,9998| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
0,6 0,5488| 0,8781| 0,9769| 0,9966( 0,9996| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000/ 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
0,7 0,4966| 0,8442| 0,9659| 0,9942( 0,9992| 0,9999| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000] 1,0000( 1,0000
0,8 0,4493| 0,8088| 0,9526| 0,9909( 0,9986| 0,9998| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000
0,9 0,4066| 0,7725| 0,9371| 0,9865( 0,9977| 0,9997( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
1 0,3679| 0,7358( 0,9197| 0,9810( 0,9963| 0,9994( 0,9999| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
11 0,3329| 0,6990| 0,9004| 0,9743| 0,9946| 0,9990| 0,9999| 1,0000( 1,0000| 1,0000/ 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000
1,2 0,3012| 0,6626( 0,8795| 0,9662( 0,9923| 0,9985| 0,9997| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000] 1,0000( 1,0000
1,3 0,2725| 0,6268| 0,8571| 0,9569| 0,9893| 0,9978| 0,9996| 0,9999( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000
1,4 0,2466| 0,5918| 0,8335| 0,9463( 0,9857| 0,9968| 0,9994| 0,9999| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000] 1,0000( 1,0000
15 0,2231] 0,5578| 0,8088| 0,9344| 0,9814| 0,9955| 0,9991| 0,9998( 1,0000| 1,0000] 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
1,6 0,2019| 0,5249| 0,7834| 0,9212 0,9763| 0,9940| 0,9987| 0,9997( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
1,7 0,1827| 0,4932| 0,7572| 0,9068( 0,9704| 0,9920( 0,9981| 0,9996| 0,9999| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
1,8 0,1653| 0,4628| 0,7306| 0,8913| 0,9636| 0,9896| 0,9974| 0,9994( 0,9999| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000
1,9 0,1496| 0,4337| 0,7037| 0,8747( 0,9559| 0,9868| 0,9966| 0,9992| 0,9998| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000] 1,0000( 1,0000
2 0,1353| 0,4060| 0,6767| 0,8571| 0,9473| 0,9834| 0,9955| 0,9989( 0,9998| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000
2,2 0,1108| 0,3546( 0,6227| 0,8194( 0,9275| 0,9751| 0,9925| 0,9980| 0,9995| 0,9999| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
2,4 0,0907| 0,3084| 0,5697| 0,7787( 0,9041| 0,9643| 0,9884| 0,9967| 0,9991| 0,9998| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
2,5 0,0821| 0,2873| 0,5438| 0,7576| 0,8912| 0,9580| 0,9858| 0,9958( 0,9989| 0,9997| 0,9999( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
2,6 0,0743| 0,2674| 0,5184| 0,7360( 0,8774| 0,9510( 0,9828| 0,9947| 0,9985| 0,9996| 0,9999| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
2,8 0,0608| 0,2311]| 0,4695| 0,6919| 0,8477| 0,9349| 0,9756| 0,9919( 0,9976| 0,9993| 0,9998( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
3 0,0498| 0,1991| 0,4232| 0,6472( 0,8153| 0,9161| 0,9665| 0,9881| 0,9962| 0,9989| 0,9997| 0,9999| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
3,5 0,0302| 0,1359| 0,3208| 0,5366| 0,7254| 0,8576| 0,9347| 0,9733| 0,9901| 0,9967| 0,9990( 0,9997( 0,9999| 1,0000| 1,0000| 1,0000
4 0,0183| 0,0916| 0,2381| 0,4335| 0,6288| 0,7851| 0,8893| 0,9489( 0,9786| 0,9919| 0,9972( 0,9991| 0,9997| 0,9999| 1,0000| 1,0000
5 0,0067| 0,0404| 0,1247| 0,2650( 0,4405| 0,6160| 0,7622| 0,8666| 0,9319| 0,9682| 0,9863| 0,9945| 0,9980( 0,9993| 0,9998| 0,9999
8 0,0003| 0,0030| 0,0138| 0,0424| 0,0996| 0,1912| 0,3134| 0,4530( 0,5925| 0,7166| 0,8159( 0,8881| 0,9362| 0,9658| 0,9827| 0,9918
10 0,0000| 0,0005( 0,0028| 0,0103( 0,0293| 0,0671| 0,1301| 0,2202| 0,3328| 0,4579| 0,5830| 0,6968| 0,7916( 0,8645| 0,9165| 0,9513
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