Procesy stochastyczne

WYKLAD 4

Dyskretny proces Markowa

Rozpatrujemy proces stochastyczny X;, w ktorym parametr t jest ciagly
(zwykle t > 0).

Bedziemy zaktadac, ze zbior standw jest co najwyzej przeliczalny.



Proces X;, jest procesem Markowa, jesli dla dowolnego n, dla dowolnych
chwil czasu
to <t; <..<t,, oraz dowolnych stanow X, Y, Xo, ..., Xn spetniona jest zaleznosc:

PIX, = VX, =X X, =X g Xy, = Xo | =

= P{th = y‘th_1 = x}

n-2



Proces Markowa jest jednorodny w czasie, jezeli dla dowolnych stanow X, Yy
oraz chwil czasu t; < t, mamy

PIX,, =YX, =x{=p(x,y.t, ~t,)
co oznacza, ze prawdopodobienstwo przejscia ze stanu X do stanuy w czasie

od momentu t; do momentu t, zalezy tylko od réznicy t, - t;, a nie zalezy od
momentu wyjsciowego t; (W szczegolnosci moze to by¢ zawsze chwila 0).

Przyjmijmy oznaczenie

P{th = j‘xto :i}: Pi (t)

gdZIG t — tn - tO, tn > t()



Niech P(t) = [pij(t)] stochastyczna macierz przejscial, J =0, 1, ..., N (dla
skonczonej liczby stanow).

[ Poo(t)  Po(®) - Pon (D)
=\ B BT D

_pNO(t) le(t) pNN(t)_



Zaleznos¢
p; (S+1) = Z Py (1) Py (S)
k
nazywamy rownaniem Chapmana - Kolmogorowa.

Wynika z niej, ze

P(s+1t)=P(s)P(t) = P(t)P(s)



Uzasadnienie
pij(s+t): P(Xis =11 X, :i):ZP(XHS =], X =k [ Xy =1)=
k
:ZP(XHS =, X, =k X, =0) P(X,=k,X,=i) _
" P(X, =1) P(X, =k, Xy =1)
:ZP(X'HS = ]| X, =k, X, =1)P(X, =k| X, =1)=
k

ZZP(Xt+S=letZK)P(Xt=k|X0=i)=
k

= Z Pi (1) Py; (S)



Uwaga.

Niech pi(t) = P(X; =1) - prawdopodobienstwo, ze w chwili t proces
znajdzie si¢ w stanie 1.

Takie prawdopodobienstwa nazywamy niekiedy prawdopodobienstwami
calkowitymi lub rozktadami bezwarunkowymi

(p. ponizsza wtasnosc).

Wtedy pi (t) = JZ:(; p;(0)p; (1)



Niech P(t) = (po(t), pe(t), ..., pn(t)) (rozkiad procesu w chwili t)

Wtedy p(H) = p(0)P(1)



Zakladamy, ze funkcje pjj(t) sa ciaglte w punkcie

t=20.
| 1 dlaj=i
lim p. (t) =
CULIY {o dla j #1

Jakie sa konsekwencje tego zatozenia?
Wtedy s3 ciggte w dowolnym imnnym punkcie.
Istnieje tez (chociaz moze by¢ nieskonczona) granica
. 1-p.(t .
lim = Pi O __ p; (0+)

t—0+ t

oraz skonczona granica
Py (1)
lim

t—0+ t

= pilj (0+)



Dla wygody przyjmiemy oznaczenia

pilj (0+) =4

Ainazywamy intensywnosciami przejscia ze stanu i do stanu j gdy j =i,
oraz — /i intensywnos$cia wyjscia ze stanu i.

Dalej bedziemy rozpatrywali jednorodne procesy Markowa, dla ktorych
wszystkie intensywnoSci sa skonczone.
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Okreslamy macierz intensywnosci A o elementach rownym intensywnosciom
A;i (dla skonczonej liczby stanow)

Ado Ao o Aon
A = 110 111 ﬂ’lN
_ﬂ'NO ﬂ’Nl ﬂ“NN B

tzn. A =P(0+)
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Wiasnosci macierzy intensywnosci
a) 4ii<0, wyrazy na gildwnej przekatnej sg niedodatnie,
b) 4j=0 dlai=] wyrazy poza przekatng sa nieujemne.

c) %ﬂij =0 suma wyrazow kazdego wiersza jest rowna 0
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dowdd ¢)

Zpij(t)zl Zplj(t)+ pii(t)-1=0
J

stad i | ot
3 Pii ) pi®-1_
jzi ¢ t

zatem g =t t

. Pij () pii(H)-1 2. Aij + 4ji =
| {EI ot }O czyli jj J
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Macierzg intensywnosci nazywamy kazda macierz A taka, ze:
a) elementy pozadiagonalne sa nieujemne,
b) elementy diagonalne sg niedodatnie,
C) suma elementow w kazdym wierszu wynosi O.

Uwaga.

Jesli A jest macierzg intensywnosci to macierz

P=1A+I
m

(gdzie m to wartos¢ bezwzgledna najmniejszego elementu lezacego na gtownej przekatne;

macierzy A) jest macierza stochastyczna.
Wartosci wlasne macierzy intensywnosci majg zawsze modut nie wigkszy niz 2m.

Twierdzenie.
Macierz intensywnosct A ma zawsze warto$¢ wlasng rowng 0.
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Przyjmujac p(t) = [po(t), pi(t), ...] (wektor rozktadu procesu w momencie t)
| macierz A mozemy uklad rownan Kolmogorowa zapisa¢ w postaci
wektorowej:

p'(t) = p(t)-A

i PO = POA

Uzasadnienie.

Poniewaz P«(t) = Z P (O)Pi (V) to po zrézniczkowaniu wzgledem czasu otrzymamy

dp, I
pcit(t) :_/?“jj pj(t)+z/’l’kj pk(t) J =0,1, ...

S to poszczegodlne rownania powyzszego uktadu réwnan zapisanego w postaci wektorowej.

Jakiej postaci moze by¢ rozwigzanie tego rOwnania?
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Rozwigzanie tego rOwnania ma postac

p(t) = p(0)e™
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Mozna tez rozpatrywac¢ rownania Kolmogorowa gdy niewiadomg jest macierz P(t):
(*) P'(t) = P(t)-A czyli %P(t) = P(t)A

(rownanie prospektywne)
oraz

(**) P'(t) = A-P(t) czyli P =APW)

(réwnanie retrospektywne)

z warunkiem poczatkowym P(0) = 1.

Rozwiazanie mozna zapisa¢ w postaci wyktadniczej P(t)=e" gdzie
2 3

M oAt A2+ A

2! 3!
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Przyklad.
Narysowac graf 1 wyznaczy¢ roOwnania Kolmogorowa procesu Markowa
0 macierzy intensywnosci:

-2 2
A= 1 =2

'3 4 7]
0] “ ] 2]
\/

3

p(t) = [Po(t), Pa(t), p2(t)] p'(t) = p(t)-A
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N

90 - 2,0+ p.0)+30,00
dp, (1)
dt
dp, (1
Tt

=2, (1) =2, (1) +4p, (1)

= Py(t) = 7p,(t)
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W prostych przypadkach rozwigzanie uktadu rownan

p*(t) = p(t)-A

mozna wyznaczy¢ wprost (przez podstawienie).
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Przyklad.

System moze by¢ sprawny (stan 0) lub uszkodzony (stan 1). System psuje si¢ z
intensywnoscig A 1 jest naprawiany z intensywnoscig L.

Przyjmijmy, ze rozktad poczatkowy ma posta¢ [1, 0].

Narysujemy graf procesu 1 jego macierz intensywnosci. Rozwigzujac rdwnanie
Kolmogorowa wyznaczymy wektor p(t) 1 rozktad graniczny.
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Uktad rownan Kolmogorowa

Uktad p'(t) = p(t)-A zapisujemy po wspotrzednych w postaci

{pa(t) =— Py (t)+ 2 py(t)
pi(t) =4 po(t)— 1 py(t)
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Podstawiajac
Py (t)=1- Po (t)

1 otrzymujemy rownanie

Po(t) + (A + 1) Py (1) = 1

Jest to rownanie rozniczkowe liniowe niejednorodne (RN)

réwnanie jednorodne (RJ)
Po(t) + (A + 1) py(t)=0
Ma rozwigzanie ogdlne postaci

P, (t) =Ce " RORJ

RSRN wyznaczamy metoda przewidywania (stata)
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Otrzymamy

M
P, (t) = —/1"‘/1 RSRN
zatem

(At H
Py (t) =Ce™ " + A+ RORN

Uwzgledniajac warunek poczatkowy po(0) =1
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A
Otrzymamy C= , 1

t) = o (At H
Zatem Po (1) A+ u A+ 1

)=——"—e Wity
oraz PV A+u A+u

Prawdopodobienstwa graniczne sg rowne

Ho. A
=124 4" A+ u

26



Sprawdzenie.

% WolframAlpha s

solve {x'(D)+Axx(t)=p*y(t), y' (D)+p=y(t)=h*x(1), x(0)=1, y(0)=0} [} E\i
ffs Extended Keyboard * Upload it Examples >3 IJM
Input:

{6y + A x(e) = p yit), Y6 + py(t) = A x(t), x(0) = 1, y(0) = 0}
ODE classification:

First-order system of linear differential equations

Alternate form:

{x'(ty = p yt) = A x(t), y'(6) = A x(t) = p y(t), X(0) = 1, y(0) = 0}

Differential equation solutions:

1 e—r{,1+_ul
A +_|u
-1 e—r{,1+_ul
yiey=

;1+,u
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W prostych przypadkach rozwigzanie uktadu réwnan
p*(t) = p(t)-A

mozna wyznaczy¢ metoda przeksztatcenia Laplace'a.

Rozpatrzmy poprzedni przykiad.
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FE WoltramAlpha e

Laplace transform {x'(t)+A*x(t)=p*y(1), y'(t)+p*y(t)=A*x(1), x(0)=1, y(0)=0} a

ffa Extended Keyboard % Upload i1 Examples >4 Random

Input interpretation:

X't +
AX(t) =
Hyit)
¥+

Laplace transform py) = where

equations
x(0y=1

with respect t
to

in terms of 5
Ly [fie)](s) is the Laplace transform of f(t) with complex argument s

Results:
(L + 5) (Le[x(E)] (5)) = p(Le[yi)](s) =1
AL x(B)] (8) = (p+ 5) (L [y )] (s =0

Differential equation solutions:

+ A f_r{:H-p]
X(t) = £
A + U
A=A f_r{:H-p]
yity=——"—"—""—

.rl+|u
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Przyklad.

System sktada si¢ z jednego elementu podstawowego 1 dwoch elementow zapasowych.
Element podstawowy jest obcigzony i1 psuje si¢ z intensywnoscia A. Elementy
zapasowe sg nieobcigzone 1 nie psujg si¢. Gdy popsuje si¢ element podstawowy jego
funkcje przeymuje element zapasowy 1 wtedy psuje si¢ z intensywnoscig A. System
przestaje pracowac z chwilg popsucia si¢ wszystkich elementow.

Niech X(t) bedzie procesem oznaczajacym liczbe zepsutych elementow w czasie t.
Przyjmijmy, ze rozktad poczatkowy ma posta¢ [1, 0,0, O].

Narysujemy graf procesu 1 jego macierz intensywnosci. Rozwigzujac rdwnanie
Kolmogorowa wyznaczymy wektor p(t) 1 rozktad graniczny.
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Graf tego procesu

o] ] 2] [l

Macierz intensywnosci tego procesu

-2 A 0 0
0 -4 4 0

A=
0 0 -1 2
0 0 0 0

Uktad p'(t) = p(t)-A zapisujemy po wspotrzednych w postaci

31



(p(’J (t)=-4 Po (t)
JPit)=4 P () =4 p.(1)

p;(t):ﬁ pl(t)_ﬂ“ pz(t)
\p:’a(t) =4 pz(t)
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Pochodne transformujemy wg wzoru:
f(t) — sf(s)—f(0)
1 otrzymujemy uktad rownan

(5P (s) ~1=~2 Py (s)

) Spl(s) =1 po (s)—4 ﬁl(s)
sz (s)=41 p1 (s)-4 pz (s)
SP5(8) =4 P, (s)
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Rozwigzujac otrzymany ukltad rownan wyznaczamy oryginaly (retransformaty)
na podstawie zaleznosci

t" 1
_e“t Al n+1
n! (s—a)

, y e e—at o
(w szczegolnosci Py
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2
po () =" ; p(t)=Ate™ ; pz(t):(/g) e

Ps (t) =1- Po (t) — pl(t) — P (t)



& WoltramAlpha e

ansform (¢ (1) +A*x(t)=0, y' (D+A*y(t)=M*x(t), Z (+A*z(1) =A%y (1), w'(t) =A*z(t), x(0)=1, y(0)=0, z(0)=0, w(0) & B

ffs Extended Keyboard % Upload i Examples 3¢ Random

Input interpretation:

x'(t) +
Ax(t)=0
Y+
Ayt =
equations A x(t) x(0) =1
Z'(t) + y=0
Laplace transform Azit) = where
Ayit) AH=0
w(t) = A z(t) w(0) =0
with respect t
to
In rerms of 5
L [f(t)](5) is the Laplace transform of f(t) with complex argument s

Results:

A+ 8) (Llx)] () =1

AL [x®] () = (A + ) (Ly ()] (5) = 0
ALY () = (A + $)(L2()] () = 0
S(LIwit)] () = A (Ll2()] () =0

Differential equation solutions:

1
wit) = 2 (A(-}) =20t 426" -2)

x(t) ="
yity=aee' ™

1
z(t) = E)‘Z tz el(—l]
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Ile wynosza granice tych rozwigzan, gdy czas dazy do nieskonczonosci?

Prawdopodobienstwa graniczne sg rowne

I1=10,0,0, 1].
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Przyklad.

System sktada si¢ z jednego elementu podstawowego 1 dwoch elementow zapasowych.
Element podstawowy jest obcigzony 1 psuje si¢ z intensywnoscia 1. Jeden z elementow
zapasowych jest wlaczony 1 dubluje element podstawowy 1 psuje si¢ z intensywnoscia
1. Gdy popsuje si¢ element podstawowy lub dublujacy jego funkcje przejmuje drugi
element zapasowy dotychczas nie obcigzony i wtedy psuje si¢ z intensywnos$ciag 1.
Uszkodzony element jest naprawiany z intensywnoscig 1. System przestaje pracowa¢é
z chwila braku zapasowych elementéw.

Niech X(t) bedzie procesem oznaczajacym liczbe zepsutych elementow w czasie t.
Przyjmijmy, ze rozktad poczatkowy ma posta¢ [1, 0 ,0].

Narysujemy graf procesu i1 jego macierz intensywnosci. Rozwigzujac réwnanie
Kolmogorowa wyznaczymy wektor p(t) 1 rozklad graniczny.
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Graf tego procesu

Macierz intensywnosci tego procesu

-2 2 0]
A= 1 -3 2
0 0 0

Uktad p'(t) = p(t)-A zapisujemy po wspotrzednych w postaci

(po(t) =—2 py(t)+ p,(t)
pi(t) =2 py(t) —3 p,(t)
L p; (t) =2 pl(t)

N
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e WolframAlpha

Laplace transform {x'(t)=-2%x(t)+1*y(t), y' (1) =2%x(t)-3*y(1), 2'(t)=2*y (1), x(0)=1, y(0)=0, z(0)=0} (< =]

compute inpu

Ifs Extended Keyboard * Upload i3 Bxamples 3R

Input interpretation:

x'(t)=
Yty = 2x(t)

equations ¥y = _
2x(t) - 3 yit) X0 =1

Laplace transform Z(t) =2 y(t) where  y(@)=0
with respect t 20) =0
1 1 5
5} is the Laplace transform of f(t) with complex argument s

Results:
(54 2) (Llxit)] (50 - Ly s =1
2(L[xt)] (s = (s + 3) (L[yE)] (s =0

2Ly (s - s (Llz@)] (sn=0
Differential equation solutions:

1
x(t) = Ee““ (26 +1)

2
_)"(EJ _ Ef—fh [£3t _ lj

1
20 = 3 (e 4o 43)

Ile_wyhoszq granice tych rozwigzan, gdy czas dazy do nieskonczonosci?
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Prawdopodobienstwa graniczne sg rowne

I1=[0, 0, 1].
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Przyklad.

Serwer moze by¢ w trzech stanach.
0 — sprawny

1 — czeka na naprawe

2 — Jest naprawiany

Graf tego procesu ma postac

0] ] 2]

&
<

1

Przyjmijmy, ze poczatkowo serwer jest sprawny.
Wyznaczymy macierz intensywnosci. Rozwigzujgc rownanie Kolmogorowa
wyznaczymy wektor p(t) 1 rozklad graniczny.
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Macierz intensywnosci tego procesu

-2 2 0]
A= 0 -1 1
1 0 -1

Uktad p'(t) = p(t)-A zapisujemy po wspotrzednych w postaci

(Po(t) =-2 py(t) + p, (1)
P1(t) =2 py (1) — Py (1)
P2 (1) = py(t) — P, (1)

VN
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e WolframAlpha e

Laplace transform {x'(t)=-2*x(t)+1*z(t), y (t)=2*x(1)-1*y(t), Z(t)=1*y(t)-1*z(t), x(0)=1, y(0)=0, z(0)=0} =

Ifs Extended Keyboard * Upload i Examples >¢ Random

nput interpretation:
x'(t) =
Z(t) = 2 x(t)

ations yit)y=
s 2x(t) - y(t) x(0)=1

Laplace transform Z'(t) = _ y(0) =

(t) = z(t)
¥ Z(0)=0

Results:
(8 + 2) (L [x(t)](5)) = Llz(t)] (s) =1
2(L[xt)] (5D = (s + DL yt)] (s)) =0

Ly (s) = (s + D (Lfzt)] (s)) =0
Differential equation solutions:

1

x() = _ e 2 (2~ 2sin(e) + 4 cos(t))
_ E -2 ¢ 2t .
yit)= . e " (e + 3sin(t) - cosit))
g 2t 2t :
Z(t) = 5 € (™" = 2sin(t) - cos(t))

Ile wynosza granice tych rozwigzan, gdy czas dazy do nieskonczonosci?
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Prawdopodobienstwa graniczne sg rowne

IT = [1/5, 2/5, 2/5].
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Rozklad graniczny (stacjonarny), ergodycznos¢ dla procesow Markowa.

IT= p(e0) =lim p(t)

t—o0

11 :(770’”1’ reny ”N)
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Twierdzenie.
Rozktad graniczny nie zalezy od rozktadu poczatkowego <= macierz
intensywnosci A ma jednokrotng wartos¢ wtasng rowng 0.
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Twierdzenie.

Jesli X(t) jest procesem Markowa o skonczenie wielu stanach oraz istnieje
chwila t taka, ze wszystkie wyrazy macierzy przejScia sa dodatnie, to istnieja
granice prawdopodobienstw przejscia
lim p; (t) = 7,
t—o0

niezalezne od stanu wyjsciowego I, sa dodatnie i majg sume rowna 1.
Prawdopodobienstwa te nazywamy prawdopodobienstwami ergodycznymi.

Proces Markowa, dla ktorego istniejg prawdopodobienstwa ergodyczne
nazywamy procesem ergodycznym.
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Twierdzenie.
Jesli skonczona macierz intensywnosci A ma poza przekatna tylko dodatnie

elementy to proces ten jest ergodyczny 1 ma dodatnie prawdopodobienstwa graniczne.
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Sposoby wyznaczania rozkladow granicznych.

Twierdzenie.
Rozktad graniczny IT jest niezerowym rozwigzaniem uktadu IIA =0
spetniajacym warunek unormowania (suma skladowych jest réwna 1).

Twierdzenie.
Rozktad graniczny Il mozna wyznaczy¢ za pomoca dopetnien algebraicznych
Mk elementow z przekatnej macierzy -A:

1. = M
J ZMkk
K
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Przyklad.
Narysowac graf 1 wyznaczy¢ rozktad graniczny procesu Markowa o macierzy
Intensywnosci:

(-5 2 3|
A= 2 -3 1
2 4 -6

o] -1 —-[2]

——I)
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Zastosuymy sposob drugi (przez dopelnienia algebraiczne)

(5 -2 -3]
-A=|-2 3 -1

-2 -4 6
M00:14
M11:24
M22:11

odp. [14/49; 24/49; 11/49]
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Cykliczny proces Markowa

o] =f] Rl N

&
<

An

Jak wyglada macierz intensywnosci tego procesu?
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b A 0 0 0 0 0
0 -4 4 0 0 0 0
0 0 -4 4 0 0 0

A=

W00 0 0 0 -4

Aby wyznaczy¢ rozklad graniczny zastosujemy sposob pierwszy.
Rozwigzemy uktad rownan IIA =0 aby rozwigzanie spetniato warunek
unormowania.
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czyli uktad rOwnan

(— A1, + A, J1,, =0
ALy — A1 =0
A1 = 4,11, =0

\

ﬂN-lHN—l - I = 0
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Niech I, bedzie parametrem. Zatem mozna zapisac

ITy :ﬁno

A
HN—l = —OHO
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Z warunku unormowania wyznaczymy I,

N
> 10, =HO+HO/10(1+1+---+1J:1
=0 /11

/12 /IN
1 1
Ho = 1 1 1), &1
1+/10(++---+J 2.
A A Ay =0

Oraz ogodlnie
1 4 1
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ti — Sredni czas przebywania w stanie 1 (mozna go wyznaczyC na podstawie analizy
statystycznej).

ti = 1/% (wicksza intensywno$¢ wyjscia ze stanu i to mniejszy $redni czas przebywania w stanie i)

wtedy it' i=0,1,...,N
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Przyklad.

Komputer moze by¢ w czterech stanach.

0 — sprawny

1 — awaria, czeka na naprawe

2 — jest naprawiany

3 — po naprawie (jest przywracany do pracy)
ti — Sredni czas przebywania w stanie 1
Niech to = 16h, t; = 1h, t, = 6h, t3 = 1h,
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Graf tego procesu ma postac

o]~ [ —[2] ]

&
<

1

Prawdopodobienstwa graniczne sg rowne:
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Prawdopodobienstwa graniczne sg rowne

I1 = [16/24, 1/24, 6/24, 1/24].

L.K. 26.03.22
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