Procesy stochastyczne

WYKLAD 2 -3

F.ancuchy Markowa

t.ancuchy Markowa to procesy "bez pamiegci" W ktorych czas | stany sa

zbiorami dyskretnymi.



Andrei A.Markov1856 - 1922

Rosyjski matematyk.



Przyklad.

Ai, ..., A, - wierzchotki n-kata foremnego. Punkt losowo porusza si¢ po tych

wierzchotkach.

Czy jest fancuchem Markowa cigg potozen punktu gdy

a)punkt porusza si¢ w sposob zdeterminowany zgodnie z ruchem wskazdéwek
zegara, (tak)

b) punkt losowo wybiera kierunek 1 dalej porusza si¢ w wybranym kierunku,

(nie)



Przyklad

Symetryczne btadzenie przypadkowe na proste;.

Stan poczatkowy to O.
Rzucamy symetryczng monetg, jesli wypadt ,,orzel” to przechodzimy o jedng

jednostke w prawo, jesli wypadla ,,reszka” to przechodzimy o jedna jednostke

w lewo.
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Przyktadowa realizacja:
0,1,2,1,0,-1,0,1,2,3,2,3,2,1,0,-1,0,-1,-2, ......)
| jej obraz graficzny

stany

5 i W 5, o etap
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4
\ 4
*

Zauwazmy, realizacji jest nieskonczenie wiele.



Jest to proces X = (Xg, X1, Xo, X3, Xg, ...... )

Jakie sg rozklady jednowymiarowe tego procesu?

Jaka jest przestrzen standéw tego procesu?



Xo ma rozktad jednopunktowy.

X1 ma rozklad:

-1

1

1/2

1/2

X, ma rozklad:

-2

0

X3 ma rozklad:

-3

-1

X, ma rozklad:

-4

-2




X1 ma rozklad:

-1 1
1/2 1/2
X, ma rozklad:
-2 0 2
1/4 1/2 1/4
X3 ma rozklad:
-3 -1 1 3
1/8 3/8 3/8 1/8
X, ma rozklad:
-4 -2 0 2 4
1/16 4/16 6/16 4/16 1/16

Zauwazmy, ze prawdopodobienstwa wynikajg z rozkladu dwumianowego.




F.ancuchem Markowa nazywamy proces bedacy ciggiem zmiennych
losowych
Xo, X1, ...

Okreslonych na wspolnej przestrzeni probabilistycznej, przyjmujacych wartosci catkowite ze

zbioru S i speliajace warunek
P(Xn — jn‘xo — iO’ Xl — il’ ""Xn—l = in—l):
= P( T Jn‘x n 1) /\ /\

g sings Jn €5
Zatem dla lancucha Markowa rozktad prawdopodobienstwa warunkowego
potozenia w n-tym kroku zalezy tylko od prawdopodobienstwa warunkowego

potozenia w kroku poprzednim a nie od wczesniejszych punktow trajektori

(historia).
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Niech
p(n) — ( n— j‘xn—l ZI)

oznacza prawdopodobienstwo przej$cia w n-tym kroku ze stanu 1 do stanu j.

Jesli pijn) nie zalezg od n to tancuch nazywamy jednorodnym i stosujemy

zapis Pij.

P(X” - j‘xn—l :i): P(Xl = j‘xo = i): 0;;
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Zakladajac, ze numery stanow sg catkowite, nieujemne mozna prawdopodobienstwa

przejs¢ zapisa¢ w macierzy

A M)
00 01

™ _| g™ p®
P 10 11

Dla tancuchow jednorodnych powyzszg macierz oznaczamy P.
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Dla tancuchéw jednorodnych

macierz P ma postac:

1 stanOw
0,1,2,....N

Poo Pox - Pon

P1o Py - P

Dalej rozpatrujemy tylko lancuchy jednorodne.
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Wiasnosci macierzy prawdopodobienstw przejsc:
a) B >0

b) suma kazdego wiersza jest rowna 1.

tzn. vl Zj:p”:l

Kazda macierz speiniajagcg warunki a), b) nazywamy macierzg stochastyczng.
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Kazdej macierzy stochastycznej odpowiada graf fancucha Markowa 1 odwrotnie.
Przyktad

3/4
(1 3] 1/4
- T
(R D
|3 3 \_/

213
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Uwaga (prawdopodobienstwo trajektorii)

P(X, =iy, Xy =y gyeeee Xy =y, Xg =1y ) =

= P(X, =i,| X, 1 =i )P(X, 1 =i 4 X, 5 =10, ) P(X, =i X =i )P(X, =iy ) =
=P i Bi i -Bii, By,
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Whniosek (z tw. o prawdopodobienstwie catkowitym)

P(Xl :i):ZP(Xl =1, X, = j):ZP(Xl :i‘xo = j):)(xo = J):

jes jes
:Zs: pjiP(XO = J)
je
N\
1eS

Co oznacza, ze rozklad tancucha po pierwszym kroku uzyskamy mnozac rozktad

poczatkowy przez macierz P.
p(1)=p(0)P
gdZIe p(l) = (pO(l)’ pl(l)v pN(l))’ p(O) = (pO(O)’ pl(o)i pN(O))

Wiasnos¢ ta uogdlnimy w dalszej czesci wyktadu.
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Uwaga.
Macierz stochastyczna (lub odpowiadajacy jej graf) i rozktad zmiennej losowej Xg

okreslajg pewien tancuch Markowa.

Wiasnosci macierzy stochastycznych sg zatem $cisle zwigzane z wlasnosciami

lancuchow Markowa.
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Wilasnosci macierzy stochastycznych.
A - dowolna macierz kwadratowa stopnia r.

Wielomianem charakterystycznym tej macierzy nazywamy wielomian
W (1) = det(Al — A)

Rownanie W(4)=0 nazywamy rownaniem charakterystycznym.
Pierwiastki tego rownania to wartosci wlasne lub pierwiastki
charakterystyczne tej macierzy.

Niech A4, ...., Ax - warto$ci wlasne macierzy

A o krotnosciach ay, ...., ax (K<).

Rownanie charakterystyczne ma r rozwigzan (moga by¢ zespolone, mogg by¢

wielokrotne).
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Wiasnos¢:

|) suma wartosci wlasnych (z krotnosciami) jest rowna §ladowi macierzy tzn.
sumie elementow jej przekatne;.

[1) Macierz jest osobliwa wtedy 1 tylko wtedy, gdy zero jest jej wartoscig

wlasng

20



Przyktad.

13
. p=|4 4
Macierz 2 1| ma réwnanie charakterystyczne
| 3 3]
1 s
W (1) = det 24 41 -2l _2_p
_L 42 12 12
|3 _

1 wartosci wiasne:

21






Wilasnosci macierzy stochastycznych:
a) Warto$cig wlasng kazdej macierzy stochastycznej jest A = 1 (oznaczamy A, =1),

b)Moduty wszystkich wartosci wtasnych dowolnej macierzy stochastycznej sa

mniejsze lub rowne 1,

C) Srednia arytmetyczna i iloczyn dwoch macierzy stochastycznych tego samego

stopnia sg takze macierzami stochastycznymi.

1S,
d) (tw. Dooba ) istnieje granica lim=> P“=A

N—o0 n k=1

Macierz A ma wlasno$é PA = AP = A = A® (macierz idempotentna),
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Klasyfikacja macierzy stochastycznych.

oy = 1 o1 > 1
/}‘ A ‘ +1 Regularne rozktadalne
- (tzn. nierozktadalne niecykliczne

I niecykliczne)

_\/1 ‘ ﬁi ‘ —1 nierozkladalne rozkladalne
- cykliczne cykliczne
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Uwaga
W macierzy rozkladalnej wystepuja diagonalne podmacierze

stochastyczne (ich i1lo$¢ wynosi o).
W macierzy cyklicznej w kolejnych potegach okresowo (dhugosé¢ cyklu)

pojawiaja si¢ bloki zerowe 1 dodatnie.

t.ancuchy Markowa, ktorych macierz P jest regularna nazywamy

ergodycznymi.
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Tw. Frecheta (tw. Dooba dla macierzy nierozkladalnych)

Dla kazdej nierozktadalnej macierzy stochastycznej P istnieje granica

R
Lmﬁép =E , (ergodycznos¢ w sensie Cesaro)
e, & e, |
e, € e
E _ 1 2 r

(macierz ergodyczna)
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Macierz E ma wlasnos¢
PE=EP=E=F?
1 spetnia warunki a), b) definicji macierzy stochastyczne;.
Macierz E ma jednokrotng wartoS¢ witasng rowng 1 warto$¢ wilasng 0
0 krotnosci r-1.

Elementy macierzy E mozemy wyznaczy¢ z warunkow:

(pT - |)eT =0, ;ei :1, gdzie e = (€4, ...., €)

lub

e(P-1) =0, Zei =1

Powyzsze uktady rownan s3 oznaczone.
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Dla macierzy regularnych tw. Dooba ma postac:
Twierdzenie.

Jesli macierz stochastyczna P jest regularna to istnieje granica

ImP" =E

N—s00 ,  (ergodycznosc¢)

gdzie E - macierz ergodyczna.

Joseph Doob, amerykanski matematyk 1910-2004

28



Stochastyczne macierze regularne charakteryzuje tez tzw. twierdzenie

ergodyczne:
Twierdzenie.

Jesli macierz stochastyczna P jest regularna to istnieje taka jej potega w

ktorej co naymniej jedna kolumna ma wszystkie elementy dodatnie.
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Przyklad.

(05 0 05
Macierz P=| 0 025 0,75
05 05 0 |
4 ~1+/17
ma wartosci whasne A; =1, %2 =g

Do ktorej klasy nalezy ta macierz?
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Jest to macierz regularna.

Zauwazmy tez, ze juz jej kwadrat ma dodatnie kolumny.

(05 025 025]
P2=|0375 0,438 0,188
025 0125 0,625
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¥ WolframAlpha e

eigenvalues {{0.5,0,0.5},{0,0.25,0.75}{0.5,0.5,0}} B
Ifa Extended Keyboard * Upload # Examples >4 Random
Input:

05 0 05

eigenvalues [ 0 0.25 U.?S]

05 05 0
Results: Approximate forms [ [+ Step-by-step solution ]
=1

e Jfa-7)

1
ha= {V‘ 17 - 1]
Corresponding eigenvectors: Approximate forms [ [+ Step-by-step solution ]
vi=(1,1L1

[ -1+ 17 6 1]
V2= |- » T ]
: 3+ 17 3+ 17

[ 1++17 6 1]
Vz = |- E ]
: -3+ 17 -3+ 17
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Dla macierzy regularnej wysokie potegi sa zblizone do macierzy ergodyczne;j
(tw. Dooba)

% WolframAlpha

{{0.5,0,0.5},{0,0.25,0.75},{0.5,0.5,01}*100 =]
Ifa Extended Keyboard * Upload 3 Examples >4 Random
nput:

05 0 0.5 yo0
[ 0 0.25 0.75]
05 05 0

Result

0.375 0.25 0.375

[0.3'?5 0.25 0.3'?5]
0.375 0.25 0.375
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Prawdopodobienstwa przejscia po n krokach wyznaczamy obliczajac P".
Niekiedy dobrym sposobem jest wykorzystanie diagonalizacji macierzy P.
Jesli macierz P ma r6zne wartosci wtasne to da si¢ przedstawi¢ w postaci

P =SJS™
gdzie J jest macierzg diagonalna zlozona z wartosci wlasnych, kolumny
macierzy S zbudowane sg z wektorow wilasnych.
Wtedy P" = SJ"S™. Macierz J" wyznaczamy obliczajac n-te potegi wartosci

wlasnych.
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Przyklad.

System pakietowego przesytania zdygitalizowane; mowy pracuje w dwoch
stanach 0 — cisza, 1 — rozmowa. Pakiety sa generowane tylko w stanie 0.
Kontrola stanéw odbywa sie co 0,01 s.

_ 095 005] _
Proces ma macierz P = 001 099| Istartuje ze stanu 0.

P ma wartoéci wlasne A, =1, 4 =0,94 wiec jest macierza regularna.

Jakie jest prawdopodobienstwo przejscia ze stanu 0 do 1 po 1s?
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Sposob I (bezposrednie obliczenie P*%)

% WolframAlpha

{{0.95, 0.05}, {0.01, 0.99}}*100

Jfa Extended Keyboard * Upload

Input:

[0.95 0.05 100
0.01 0.99

Result:

0.168379 0.831621]
0.166324 0.833676

Zatem po1(100) = 0,831621.

36
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Sposob II (wykorzystanie diagonalizacji macierzy P)

Diagonalizacja

% WolframAlpha e

diagonalize {{0.95, 0.05}, {0.01, 0.99}} a8
Jfa Extended Keyboard * upload i Examples >3 Random
Input interpretation:

c . 0.95 0.05

dlagonallze 0.01 0.99]
Result:
M=5J5"

0.95 0.05

M= (0.01 0.99)
S_(—S 1

L1

. 0.94 {}]

Lo 1

g1 _(—0.166667' 0.166667)
| 0.166667 0.833333
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u) 100

& WolframAlpha

Obliczenie

{{-5, 1}, (1.1} {{0.94, 0}, {0, 1*100*{ {-5, 1}, {1, 1}*(-1)

Jfa Extended Keyboard * Upload

Input:

(T DG

Result: Q

0.168379 0.831621
[ 0.166324 0.833676

Zatem po1(100) = 0,831621.
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Przyklad.

0 0 05 05]
0 0 05 05

P=

Macierz 05 05 0 O
05 05 0 0

ma wartosci wilasne
M =1, A =-1 A =0 okrotnosci 2,

Do ktorej klasy nalezy ta macierz?



Jest to macierz cykliczna nierozkltadalna.

o _ P gdy n nieparzyse
Macierz ta ma wiasno$¢ = |P? gdy n parzyste

05 05 0 0]
{0505 0 0
0 0 05 05
0 0 05 05
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Przyklad.

11500
2 2
11000
2 2
i P={0 01 0 O , . ,
Macierz o o o L 2| mawartosci wlasne A =1 o krotnosci 3, 4, =0,
3 3
00013
_ 4 4.
4 =1, , wiec jest macierza niecykliczng rozktadalna.

Macierz stochastyczna rozktadalna (po ewentualnym przestawieniu wierszy 1 kolumn) ma bloki
diagonalne, ktére s3 macierzami stochastycznymi. Wartosciami wlasnymi macierzy P s3

wartosci wlasne poszczegdlnych blokow. W powyzszym przyktadzie sg trzy bloki diagonalne.
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Przyklad.

05 05 0 0]
. 05 05 0 0 .
Macierz P=10 o o 1| ma warto$ci wilasne
0 0 1 0]

A1 =1 o krotnosc1 2, 4, =0, A4, =-1 | wigc jest macierzg cykliczng rozktadalng.
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Macierz przywiedina.
Macierz kwadratowa A (nie musi by¢ stochastyczna) stopnia n nazywa si¢

przywiedlna, jesli przez odpowiednie permutacje wierszy i kolumn mozna

o

W przeciwnym przypadku macierz A nazywa si¢ nieprzywiedina.

przeksztatci¢ P do postaci

gdzie B, D sg kwadratowe.
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Wiasnos¢
Macierz dodatnia jest nieprzywiedina,

Jesli macierz ma zerowy wiersz lub kolumne zerowa to jest przywiedlna.
Macierz diagonalna lub trojkatna jest przywiedlna.

Jesli A jest przywiedlna to A tez jest przywiedlna.
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Wiasnosci LM zalezne od wlasnosci macierzy P.

P - regularna, nieprzywiedIna.
U

L. ergodyczny, rozktad gr. nie zalezy od r. poczatkowego, jeden dodatni r.

stacjonarny.
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P - regularna, przywiedlna.

U

L. ergodyczny, rozktad gr. nie zalezy od r. poczatkowego, jeden nieujemny r.

stacjonarny.
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P - nierozkladalna, cykliczna, nieprzywiedlna.

U

L. ergodyczny w sensie Cesaro,

jeden dodatni rozktad stacjonarny.
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P - nierozkladalna, cykliczna, przywiedina.

U

L. ergodyczny w sensie Cesaro,

jeden nieujemny rozktad stacjonarny.
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P - rozkladalna, niecykliczna.

U

L. nieergodyczny, rozktad gr. zalezy od rozktadu poczatkowego, wiele

rozktadow stacjonarnych.
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P - rozkladalna, cykliczna.

U

L. nieergodyczny, rozktad gr. zalezy od rozktadu poczatkowego, wiele

rozktadow stacjonarnych.
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F.ancuchy Markowa (jednorodne).

pi(n) - prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w stanie 1 po n krokach
(rozktad zmiennej losowej X,,).

Pi(0) - prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w stanie 1 w chwili
poczatkowe] (rozktad zmiennej losowe;j

Xo - rozktad poczatkowy).

p(n) = (Po(Nn), p1(N), ... pn(N))
P(0) = (Po(0), pP1(0), ... pn(0))
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Przyklad.
Btadzenie przypadkowe z odbiciem.

0] ] o~f2] =f3] 4l

Jaka posta¢ ma P?



01 0 0 O

O O Q

o QO

O O T

o T O

o O O

0 0 0 1 O
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Przyklad.

Zapisz macierz P dla tancuch a Markowa przedstawionego grafem

o =2 [ 2] 2 3] ] T
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P(n) = P" = [pij(n)] - macierz prawdopodobienstw przejs¢ od

stanu 1 do stanu j w n krokach,
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Rownanie Chapmana, - Kolmogorowa:

pij(k_I_I):Zpim(k)pmj(l)

Zapis W postaci macierzowej

P(k+l) =P(k) P(l) czyli P“'=pP“P
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Sydney Chapman (1888 — 1970) brytyjski matematyk I geofizyk.
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Andriej Kolmogorow (1903-1987) — rosyjski matematyk, m.in. sformutowat
aksjomaty prawdopodobienstwa.
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Wlasnosé:

Znajac rozktad poczatkowy 1 macierz P mozemy wyznaczy¢ rozktad
zmiennej losowej X, czyli prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w
poszczegolnych stanach po n krokach:

(Po(n), Pa(N), ...) = (Po(0), P1(0), ...)P".
czyli p(n) — p(O)Pn

Uzasadnienie
Wiemy, ze p(1)=p(0)P zatem p(2)=p(1)P=p(0)P* itd

Mamy tez wlasnosc: p(m + n) — p(m)Pn
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Przyklad.

Rozpatrzmy tancuch Markowa o macierzy

05 0 05
P=| 0 025 0,75
05 05 O

1 rozktadzie poczatkowym p(0) = (1, 0, 0).
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Po pierwszym kroku prawdopodobienstwa znalezienia si¢ w poszczegolnych stanach sg rowne

05 0 05
p()=p(O)P=[L0,0] 0O 0,25 0,75|=[0,50;0,5]
105 05 0 |

Po drugim kroku prawdopodobienstwa znalezienia si¢ w poszczegdlnych stanach sg rowne

05 025 0725
p(2) = p(0)P? =[10,0] 0,375 0,438 0,188 |=[0,5,0,25,0,25]
025 0125 0,625

Po trzecim kroku prawdopodobienstwa znalezienia si¢ w poszczegdlnych stanach sg rowne

0,375 0188 0,438
p(3) = p(0)P* =[10,0] 0,281 0,203 0,516 |=[0,375; 0,188, 0,438]
0,438 0,344 0,219
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Obliczajagc kolejne potegi macierzy P mozemy wyliczone wartosci p(n) zestawi¢ dla

n=1, ..., 12 w nastepujgcej tabeli 1 przedstawi¢ na wykresie.
kro| Stan0O | Stan 1 | Stan 2
k
1 05 0) 0,5
2 0,5 0,25 0,25
3| 0,375 0,188 0,438
4/ 0,406 0,266 0,328
5 0,367 0,23 0,402
6| 0,385 0,259 0,356
7/ 0,371 0,243 0,386
8 0,379 0,254 0,367
9 0,373 0,247 0,38
10| 0,376 0,252 0,372
11| 0,374 0,249 0,377
12| 0,376 0,251 0,374
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——stan 0 —#—stan 1 —@—stan 2

o
D

‘o

T

N
]

prawdopodobienstwo
o o o o o
[S%)

™~

o
[\G
~
D
o'}
—
o
—
N

14
kroki

Zauwazmy, ze rozpatrywane prawdopodobienstwa stabilizujg si¢ na okreslonym poziomie i dgza
do pewnych granic, co zwigzane jest z regularnosci rozpatrywanej macierzy stochastyczne;.
Jak pokazemy wkrotce, istniejg sposoby wyznaczania tych granicznych prawdopodobienstw bez

obliczania poteg macierzy P.
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Zobaczmy teraz jak zmienia si¢ prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w ustalonym stanie

W poszczegolnych krokach, gdy zmienia si¢ rozktad poczatkowy.
Rozpatrzmy stan 0 1 rozktady poczatkowe p(0) = (1, 0, 0), p(0) = (0, 1, 0), p(0) = (0, 0, 1).

Obliczone prawdopodobienstwa (w podobny sposob jak wyzej) zestawiono w tabeli

| przedstawiono na wykresiedlan=1, ..., 12.

p(0) \ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
krok

p(0) = 0,5 0,5/0,375/0,406/ 0,367, 0,385/0,371/0,379/0,373/0,376/0,374/ 0,376

(1,0, 0)

p(0) = 0/0,375/0,281/ 0,398/ 0,346/ 0,388/ 0,364(/0,381/ 0,371, 0,378/ 0,373/ 0,376

(0, 1, 0)

p(0) = 0,5 0,25/0,438|0,328| 0,402 0,356/ 0,386/0,367| 0,38/0,372/0,377/0,374

(0,0, 1)
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—e— X(0)=0 —m— X(0)=1 —a— X(0)=2 |

0,6
0,5

ol \ s
0,3 1

0,2 /Y
0,1
L

prawdopodobienstwo

kroki

Zauwazmy, ze rozpatrywane prawdopodobienstwo dla duzych n nie zalezy od rozkladu

poczatkowego.
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= p(oo) - !,I_To p(n) (o ile istnieje)

Granice

nazywamy rozkladem granicznym tancucha Markowa.

Uwaga dla macierzy regularnej

IT = limp(n) = limp(0)P" = p(0)P*= p(0)E gdzie E to macierz ergodyczna.
Fancuch Markowa dla ktorego istnieje rozktad graniczny niezalezny od

rozkladu poczatkowego p(0) nazywamy tancuchem ergodycznym a rozktad

graniczny nazywamy rozkladem ergodycznym.
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Twierdzenie.
Rozktad graniczny nie zalezy od rozktadu poczatkowego p(0) wtedy 1 tylko wtedy,

gdy wiersze macierzy granicznej

IimP" =E

N—o0
sg takie same (rowne rozktadowi granicznemu IT).
Warunek ten jest spelniony dla macierzy P regularnej (jednokrotna wartosé¢

wlasna réwna 1 I brak innych warto$ci wlasnych o module 1).
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Twierdzenie.
Jesdli macierz stochastyczna P lub dowolna jej potega ma wszystkie elementy

dodatnie to odpowiadajacy jej tancuch Markowa jest ergodyczny.
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Sposoby wyznaczania rozkladu granicznego:
Sposob 1.

Rozktad graniczny I1 jest jedynym niezerowym rozwigzaniem uktadu
T T
(PT-N1I" =0,

(rownowaznie [TP=IT)

spetniajagcym warunek iz_l:Hi :1,

Uzasadnienie

p(n+1) = p(n)P
p(ntl) —» 11, p(n) -1
stad [TP=I1
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Przyklad.

Wyznaczy¢ rozktad ergodyczny tancucha Markowa o macierzy
03 05 02
P=/06 0 04
0 04 06
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Przyblizony rozklad graniczny mozemy odczyta¢ wyznaczajac wysoka potege
macierzy P.

& WolframAlpha

{{0.3,0.5,0.2},{0.6,0,0.4},{0,0.4,0.6}}*100

ffa Extended Keyboard * Upload i3f Examples >2 Random

nput:

0.6 0 04

[D.B 0.5 0.2]1'3"3'
0 04 0.6

Result

0.26087 0.304348 0.434783

[CI.EEICIE? 0.304348 0.434?83]
0.26087 0.304348 0.434783

Zatem I1 = [0,26087, 0,304348, 0,434783].
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Nalezy rozwigza¢ rownanie jednorodne

0,7
0,5
| 0,2

06 0 ]
-1 04
04 -04
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Jest to uklad nieoznaczony z jednym parametrem. Przyjmijmy np. Iy = 1,
Witedy I1; = 28/24, I, = 40/24.
Dzielac te rozwigzania przez ich sume otrzymamy rozwigzanie unormowane

I1 = [6/23, 7/23, 10/23].

solve {-0.7*x+0.6%y=0,0.5%x-y+0.4*2=0,0.2*x+0 .4*y- 4*z=0, x+y+z=1} (=]
ffa Extended Keyboard * Upload i Examples >4 Random
nput interpretation
-0.7x+06y=0
05x-y+04z=0
solve
0.2x+04y-04z=0
x+y+z=1
Result Approximate form
6 7 10
X=—MANy=—AE=—
23 Y 23 23
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Sposob 11.
A..

SA,

gdzie Ay to dopelnienia algebraiczne macierzy | - P (wyznacznik

1.

J

podmacierzy otrzymanej przez skreslenie k-tego wiersza i k-tej kolumny

macierzy | — P).
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Przyklad.
Wyznaczy¢ drugim sposobem rozktad ergodyczny tancucha z poprzedniego

przyktadu.
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0,3 0,5 0,2
0,6 0 0,4 P
0 0,4 0,6
1 0 0
0 1 0 |
0 1
0,7 -0,5 -0,2
-0,6 1 04| I-P
0 -0,4 0,4
wklej wartosci Ai
1 -0,4
-0,4 0,4
-0,2
0 0,4 |
0,7 -0,5
-0,6 1
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All TTi

1 -0,4 0,24 0,26087
-0,4 0,4
0,7 -0,2 0,28 0,304348
0 0,4
0,7 -0,5
-0,6 1 0,4 0,434783

0,92 1
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Klasyfikacja stanow.

Bedziemy utozsamiac stan sy z liczbg k.

Stan s jest osiagalny ze stanu s; jesli pj«(n) > 0 dla pewnego n,

Stany s I s; nazywamy wzajemnie komunikujacymi si¢ jesli stan sy

jest osiagalny ze stanu s;, 1 odwrotnie.

Stan sy Jest stanem nieistotnym gdy istnieje stan s; osiggalny ze stanu

Sk a stan sy nie jest osiaggalny ze stanu s; ,
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Relacja wzajemnej komunikacji jest relacjg rownowazno$ci, zatem

dzieli zbidr stanow na klasy roztaczne.

Zb16r stanow C nazywamy zamknietym, jezeli zaden stan spoza C nie

da si¢ os13gna¢ wychodzac z dowolnego stanu w C.
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Przyklad.

Rozpatrzmy tancuch Markowa

0 L

0,75

Jego macierz P ma postac

Stany 0 14 sg nieistotne.
Stany 1, 213 sg istotne.

Zbior standw {1, 2, 3} jest zamknigty.

0 0,25

0 05
0 O

0
05
0

05 0,25]
0 O
1 0

0 0,75 025 O

0

0 O

0
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Pojedynczy stan zamknigty (musi by¢ p = 1) hazywamy stanem
pochlaniajacym.
t.ancuch Markowa jest nieprzywiedlny, gdy wszystkie jego stany

wzajemnie komunikujg sie.
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Przy badaniu ewolucj1 tancucha Markowa w czasie chcemy wiedziec,
do ktorych stanow tancuch powraca nieskonczenie wiele razy, a ktore

PO pewnym czasie opuszcza bezpowrotnie.
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Niech F; bedzie prawdopodobienstwem, ze tancuch wychodzac ze stanu

k dotrze kiedykolwiek do stanu j.

ij = P(U(Xn — J | Xo = k)j
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Jesli fyj(n) - prawdopodobienstwo, ze wychodzac ze stanu k tancuch

dojdzie po raz pierwszy do stanu j w n-tym kroku
fi () =P(X,# Xy # X, = 1 X =K)

to

Fi = Z f;(N)
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Stan j nazywamy:
a) powracajacym, gdy F;; = 1.
b) chwilowym gdy F; < 1.
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Twierdzenie.

W nieprzywiedlnym tancuchu Markowa wszystkie stany sg tego samego
typu: jezeli jeden jest powracajacy (chwilowy) to wszystkie sa
powracajace (chwilowe).

Dlatego mozemy mowi¢, ze tancuch jest np. powracajacy.
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Twierdzenie.
Przestrzen stanow S lancucha Markowa mozna jednoznacznie

przedstawiC w postaci sumy:
S=TuUS US, U.....

gdzie T - zbior stanow chwilowych,

Si - nieprzywiedlne zamknigte zbiory standw powracajacych.
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F.ancuchy okresowe.

Okresem stanu j nazywamy liczbe:

0(j) = NWD(n: p;(n)>0)

jest to najwiekszy wspolny dzielnik takich liczb n, ze powro6t do stanu j

moze nastgpic¢ po n krokach.

Stan j nazywamy okresowym gdy ma okres wickszy od 1 1
nieokresowym gdy ma okres 1.
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Twierdzenie.
W nieprzywiedlnym tancuchu Markowa wszystkie stany majg ten sam

okres.
Zatem nieprzywiedlny tancuch Markowa nazywamy okresowym, gdy

jego stany majg okres wigkszy od 1, w przeciwnym przypadku tancuch

nazywamy nieokresowym.
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Przyktad
Proces ma stany {0, 1, 2, 3}.

(0 01 09 O
03 05 0 02
05 0 0 05

0O 0 0 1

Wskaz podzbiory wzajemnie komunikujace sie.
Czy ten tancuch jest nieprzywiediny?

Wskaz stan pochtaniajacy.
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{0, 1, 2}, {3}.
f.ancuch jest przywiediny.
Stan pochtaniajacy to 3.
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Przyktad
Proces ma stany {0, 1, 2, 3}.

(0 1 0 O]
03 0 0 07
1 00 O

0O 01 O

Wskaz stany okresowe.



Wszystkie stany maja okres 2
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Przyktad
Proces ma stany {0, 1, 2, 3}.

0 1 0 0
5 |03 02 0 05
1 0 0 0
0 0 1 0

Wskaz stany okresowe.



Brak stanoOw okresowych.
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F.ancuch ergodyczny.

t.ancuch jest ergodyczny jesli istnieje
N—00 J

Rozklad I'T nazywamy rozkladem ergodycznym (granicznym).
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F.ancuch stacjonarny.
Lancuch jest stacjonarny, gdy istnieje rozkilad Il zwany rozkladem
stacjonarnym, ze
IIP =11
W tancuchu ergodycznym rozklad stacjonarny (graniczny) nie zalezy od

rozktadu poczatkowego.
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Uwaga.

ergodyczny => stacjonarny

Kazdy lancuch o skonczonej liczbie stanOw jest stacjonarny.
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Przyklad.
Rozpatrzmy tancuch Markowa

o] —h] —[2]
S~ —

1

Jego macierz P ma posta¢

-
Il

O O

o O -

o +— O

Wszystkie stany majg okres 3.
Zauwazmy, ze wielomian charakterystyczny tej macierzy ma postac

W(A) =2 1

~1-iv3 ,  -1+iy3
s =

i jej warto$ci wlasne sg rowne: A =1, 4, =
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Poniewaz wszystkie wartosci wlasne maja modut 1 1 A; =1 jest jednokrotng wartos$cig wtasng to
rozpatrywana macierz jest nierozktadalna i cykliczna.

Lancuch ten jest stacjonarny, jego rozktadem stacjonarnym jest (1/3, 1/3, 1/3).

Rozktad ten mozna wyznaczy¢ I lub I sposobem obliczania rozktadow granicznych.

Kolejne potegi macierzy P sg rowne

0 01 1 00 010
P?=P™ =11 0 0| PP=P™=|0 1 0| P*=P=P™=|0 0 1
010 0 01 1 00

dlan=0,1,2, ...
Zauwazmy, ze zadna kolumna P" nie sktada sie wylgcznie z elementow dodatnich.
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Rozktad graniczny nie istnieje.
WeZmy np. rozktad poczatkowy p(0) = (1, 0, 0).

Obliczone prawdopodobienstwa p(n) zestawiono w tabeli i przedstawiono na wykresie dla

n=a0,..,8
pn)\ nfO 1 2 3 4 5 6 7 8
StanO 1] O O 1 0O O 1 0 o
Stanl O 1, O O 1 O O 1 ©O
Stan2 O O 1/ O 0 1 0O o0 1

Jak widac¢ lim p (n) nie istnieje dla Zadnej wspotrzednej (dla Zadnego stanu).

Whniosek.
Istnienie rozktadu stacjonarnego nie implikuje, ze tancuch jest ergodyczny.
Kazdy tancuch o skonczonej liczbie stanow jest stacjonarny.
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Twierdzenie.

Dla nieprzywiedlnego, nieokresowego lancucha Markowa (X,) dla
ktorego istnieje rozktad stacjonarny I1 mamy:

a) tancuch (X,) jest powracajacy,

b) tancuch (X,) jest ergodyczny,

c) rozklad stacjonarny jest jedyny oraz w; =1/, , gdzie p; jest Srednim

czasem powrotu tancucha do stanu j.

L.K. 09.03.22
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