Procesy stochastyczne
WYKLAD 1
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(©,8,P) - ustalona przestrzen probabilistyczna.

T < R, przedziat (skonczony lub nieskonczony),
lub podzbidr dyskretny.



Def.
Funkcje X:TxQ—=>R nazywamy procesem

stochastycznym jesli

/\ /\{a):X(t,a))<X}eS

teT xeR
czyli dla kazdego ustalonego t funkcja X rozwazana jako
funkcja argumentu @ jest zmienna losowa.

Najczesciej] w zastosowaniach interpretujemy t jako czas.

Stosujemy zapis X(t,w) = X (@) = X(t)



Przyklad.

Jest wiele zjawisk zmieniajacych si¢ w czasie,
ktorych wartos$¢ zalezy od czynnikdw losowych 1
moze je traktowac jako procesy stochastyczne.
- obcigzenie jednostki centralnej (CPU),

- temperatura powietrza w okreslonym punkcie,
- kurs euro/ztoty,

- predkosc¢ tacza internetowego,

- kurs akcji okreslonej firmy,

- liczba studentéw zalogowanych do USOS,

- liczba awarii sieci komputerowej.



Przyklad.
Drgania harmoniczne zaleza od czynnikow
losowych 1 mozna je zapisa¢ jako proces

X (1) = Asin(Ft + D)

A - zmienna losowa okre$lajaca amplitude,

F - zmienna losowa okreslajaca czestotliwosc,
@ - zmienna losowa okreslajaca przesuniecie
fazowe

t-czas, t € R.



Przyklad.

Amplituda napiecia generowanego przez pradnice
pradu zmiennego zalezy od czynnikow losowych
1 moze by¢ zapisana jako proces

X (1) = Asinwt

W - stata okreslajgca czestotliwosc,
A - zmienna losowa o rozktadzie np. N(230, 5),

t-czas, t € R.



Realizacje

Realizacje procesu
Dla ustalonego w € Q i1dowolnegot e T

przyjmujemy
X(t) = X(t,w)

Funkcja x okreslona na T nie ma charakteru
losowego, nazywamy ja realizacja procesu
stochastycznego (wyraza ewolucje w czasie
wybranego zdarzenia losowego).

W powyzszym przyktadzie proces ma nieskonczenie
wiele realizacji.



Warto$ci procesu nazywamy stanami.

Zbi16r wszystkich stanOw nazywamy przestrzenig
stanow.



Przyklad.

Na wyjsciu generatora co minut¢ pojawia si¢
losowo sygnat 0 lub 1 (p = 0,5). Generator pracuje
przez 15 minut. Rozpatrywane doswiadczenie
moze by¢ zapisane jako proces

X (n) = (X, Xy, Xgperree Xpyh Xy )

Jest to cigg niezaleznych zmiennych losowych o
rozktadzie zerojedynkowym.

Realizacje tego procesu to c13gi
pietnastoelementowe, ktorych elementy to zera 1

jedynkKi.
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Rodzaje procesow

Czas Stany Przyktad nazwa procesu
cC C jak pradnica, lub proces Gaussa, CC
C D proces Poissona, CD
D C n - wymiarowy rozktad normalny, DC
D D tancuchy Markowa. DD
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Niech t; <t, < ... <t,.Rozpatrzmy n wymiarowa
zmienna losowg

(X¢ s X X, )

Rozktad prawdopodobienstwa tej zmiennegj
losowe] nazywamy n-wymiarowym rozkladem
procesu stochastycznego a dystrybuante tej
zmiennegj losowe] nazywamy n-wymiarow3a
dystrybuanta procesu stochastycznego.

t?
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Parametry procesu stochastycznego.

Wartos¢ oczekiwana procesu.
m(t) = E(X,)

Wilasnosci wartosci oczekiwanej procesu sa podobne do
wlasnosci wartosci oczekiwanej zmiennej losowej.
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Wariancja procesu.

V(1) = o2 (t) = D2(t) = E((X, ~m(t) )

Wilasnosci wariancji procesu sa podobne do
wlasnoS$ci wariancji zmiennej losowej.
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Autokowariancja

K(t,,t,) = E((th - m(tl)xxt2 - m(tZ)))
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Autokowariancja unormowana

K(t,.t,)

p(t,t,) =

W)WV (L)

16



Autokorelacja
R(t11t2) — E(th ) th)
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Wilasnosci:

1)
2)

3

N

4)

9)

V(t) = D*(t) = K(t,1)

K(t,,t,) = R(t,,t,) —m(t, )m(t,)

Kt t) < VLV ()

K(t,t,) =K(,,1), R, t)=R(1)

p(t, 1) = p(t,, 1)
Jesli a, b funkcje nielosowe to

KaX+b (tl’tZ) — a(ﬁ)a(tz)Kx (tl’tz)
Paxp (L, 1) =sign(a(ty)a(t,)) oy (L, t,)
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Uwaga

1. Z powyzszych wlasnosci wynika, ze
praktycznie wystarczy wyliczy¢ m(t) 1 R(t.t,) a
pozostate parametry uzyskamy na ich podstawie.
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2. Przy obliczaniu parametrow przydatne
bywajg nastepujace zalezno$ci znane z rachunku
prawdopodobienstwa

EX? =D°X +(EX)’| ho D?X = EX? —(EX )

E(XY)=Cov(X,Y)+EXEY

bo
CoJ(X,Y) = E(XY )-EXEY
_ Cov(X,Y)

|
Cov(X,Y)=pDXDY | o p="5. =0
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3.  Wlasnosci kowariancji i korelacji dla zmiennych losowych.

Niech U, W zmienne losowe,
a, b, c, d to state, a, c majg ten sam znak.

a) Jesli X =aV + b, Y=cW+d to PXY = Puw
Stad p nie zalezy od wyboru jednostek i1 poczatku skali
wartosci zmiennych losowych.

b)Jesli X = (V -EV)/DV, Y = (W -EW)/DW,
to COV(X’ Y) = E(X’ Y) = Px,y = Puw
Stad dla zmiennych losowych standaryzowanych kowariancja
jest rowna korelacji (jesli istnieje).
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Przyklad.

Obliczymy parametry procesu
Xt)=At+B, teR

A, B - zmienne losowe o0 parametrach

EA=0; EB =1,

i D°A=1, D°B=2; cov(A, B) =-1.
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Rozwigzanie.
Wartos¢ oczekiwana:

m(t) = E(X,)=E(At +B)=tEA+ EB =1
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Autokorelacja:
R(t,.t,) = E(X, X, )=E((At, +B)At, +B))=

= E(A%,t, + AB(t, +t,)+B?)

=t,t,E(A?)+(t, +t,JE(AB)+E(B?)=
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R(t,t,) = E(X, X, )=E((At, +B)At, +B))=

= E(A%,t, + AB(t, +1, )+ B?)=

=t,t,E(A%)+(t, +t, JE(AB)+E(B?)=

~t,t,(D?A+ (EAY )+ (t, +t, cov(A, B) + EAEB)+ D?B +(EB) =
:t1t2(1+0)+(t1 +'[2X—1+0-1)+2+1:t1'[2 -t —-t,+3
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Autokowariancja:
K(t,t,) = R(t,t,) —m(t, )m(t,) = t,t, —t, —t, +2
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Wariancja:
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V()=t>—2t+2=(t—-1)+1
Zauwazmy, ze wariancja tego procesu jest nie
mniejsza niz 1 dla dowolnego t.

Wspotczynnik autokorelacyi:
K(t,t,) tt,—t —t,+2

(t,.t,) = -
g WIRWE) |, -1 +14, -1f +1
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Przyklad.
Obliczymy parametry procesu

Zn — Xn + Xn+l,
gdzie

to cigg niezaleznych zmiennych losowych

qdzie EX, =0 D°X =o°
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EZ, =EX,+EX,,=0
Zauwazmy, Z¢
0 gdyi=]
E(xi-xj)z{ s
o gay i= |
zatem
K(Z, Zw) =R(Z, 2, 4) =

— E[(Xn + Xn+1)(xn+k + Xn+k+1)] —
— E(ann+k + ann+k+1 + Xn+1Xn+k + Xn+1 n+k+1):
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K(Z Zn+k) — R(Zn’zn+k) —

o E[(X + Xn+1)(xn+k + xn+k+1):|
_E(ann+k+xnx + X X k+xn+lxn+k+l)

n+k+1 n+1

(262  gdy k=0

2

=<0 gdy k=1
0 gdy k > 2

.
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V(Z,)=20"
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1 gdy k =0
K(Z.,Z. )
P(Ly L) = - ==105 gdy k=1

D(Zn)D(Zn+k) O gdy k > 2
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Kowariancja wzajemna procesow X(t), Y(t)
KXY tl’tZ) = E((th — My (’[1)XYt2 —my (tz)))

Jesh

Ky t,,)=0 Vvit,t,eT
to procesy X(t), Y(t) nazywamy nieskorelowanymi.
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Przyklad

Obliczy¢ kowariancje wzajemna procesow X(t), Y (1)
gdzie

X(t) =At Y(t)=A+Bt,

A, B - niezalezne zmienne losowe

EA=EB=0, D°A=DB=¢",

EX(t) = EY(t) = 0 zatem

Ky (4:1,) = E((Atl)(A+ Bt, )):
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Ky (1) = E((At1XA+ Btz)):
=t,E(A?)+,E(AB)=t,0”
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Zadanie dla chetnych.

Parametr k = liczba trzycyfrowa, dwie ostatnie cyfry to dwie
ostatnie cyfry numeru indeksu, pierwsza cyfra to pierwsza
cyfra liczby liter pierwszego imienia.

Obliczy¢ kowariancje wzajemna proceséw X(t), Y(t)
dlat, =5, t, =10, gdzie

X(t) = At +kB, Y(t) = (k+1)A + Bt,

A, B - niezalezne zmienne losowe

EA=EB=0, D°A=2, D°B=k

Wyniki przyjmuje do konca dnia poprzedzajgcego nastepny
wyktad za posrednictwem poczty elektronicznej.
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Uwaga

Jesli Z(t) = X(t) + Y(t)

jest suma procesow X(t), Y(t) to

EZ(t) = EX(t) + EY (1)

I‘<Z (tl’tZ) — KX (tl’tZ) + KY (tl’tZ) + KXY (tl’tZ) + I<YX (tl’tZ)

Jesli Z(t) = X(t) - Y() to

EZ(t) = EX(t) - EY(Y)
Kz (L, 1) = Ky (t,1) + Ky (4, 1) — Ky (6, 8) — Ky (4, 8)
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Proces stochastyczny X nazywamy procesem o
przyrostach niezaleznych, jesli dla dowolnego
naturalnego n, dowolnych ty <t; < ... <t, zmienne
losowe

Xoos Xy = Xy X =X

sg niezalezne.
Przyktad: proces Poissona, proces Wienera.
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Proces  stochastyczny X 0o  przyrostach
niezaleznych nazywamy jednorodnym, jesli dla
dowolnego nieujemnego t, X(0, w) = 0 1 dla
dowolnych t; < t, rozklad réznicy zmiennych
losowych

th — th

zalezy tylko od roznicy t; - t; ( nie zalezy od t; ).
Przyktad: proces Poissona.
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Proces stochastyczny nazywamy procesem
normalnym (procesem Gaussa) jesli wszystkie
n-wymiarowe rozkltady tego procesu sg normalne.
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Jednorodny proces normalny o przyrostach
niezaleznych dla ktorego

m(t) =0
V(t)=ct c=const, ¢c>0

nazywamy procesem Wienera (procesem ruchu
Browna).
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Bialy szum to proces dla ktorego:
m(t) =0

D?(t) = const
K(s,t)=0 t=#s
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Procesy stacjonarne to procesy, ktorych realizacje maja
postac¢ losowych odchylen od pewnej wartosci i charakter tych
odchylen nie ulega zmianie w czasie np. napiecie w sieci
energetycznej, szumy losowe w radiotechnice. Dla procesow
stacjonarnych latwo eksperymentalnie wyznaczy¢

charakterystyki.
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Proces jest stacjonarny w wezszym sensie (Scisle
stacjonarny) gdy wszystkie jego charakterystyki
nie zaleza od przesunigcia na osi1 czasu.

Doktadnie;:

Niech t; <t, < ... <t,. Wtedy zmienne losowe
(thl th yrey th) | (Xt1+f’ Xt2+T""’ xtn+T)
Maja ten sam rozklad dla kazdego 7 € R,
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Proces jest stacjonarny w szerszym sensie (stabo

2
stacjonarny) gdy E(‘X(t)‘ ) <® oraz ma stalg

warto$¢ oczekiwang a jego autokowariancja zalezy
wylacznie od roznicy argumentow tzn.
m(t) = m = const
K(s,t)=k(t—s)=k(r) z=t-s
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Jesli E(‘X (t)‘z) < to kazdy proces scisle
stacjonarny jest stabo stacjonarny, odwrotna
witasnos¢ nie musi zachodzi¢ (wyjatek - procesy
gaussowskie).

Zwykle termin ,,proces stacjonarny’ odnosi si¢ do
procesOw stacjonarnych w szerszym sensie (stabo

stacjonarnych).
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Wilasnosci  autokowariancji  dla  procesow

stacjonarnych.

D?(t) = K(0) = const

K(z) = K(-7) dia kazdego 1> 0
\ K (r)\ < K(0)

L.Kowalski 07.03.22
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