Procesy stochastyczne

WYKLAD 6

SMO

Systemy masowej obshugi

(zastosowanie procesu urodzen i Smierci) - przyktady:
- centrala telefoniczna,

- stacja benzynowa,

- kasa biletowa,

- system komputerowy,

- system kas w supermarkecie.



Zalozenia:
n - liczba stanowisk (kanatow) obstugi, n > 1

m - liczba miejsc w poczekalni, m > 0.
- strumien zgloszen jest procesem Poissona z parametrem

A >0,

- czas obstugi ma rozktad wyktadniczy z parametrem p > 0 (intensywnos$¢ obstugi),

- stanowiska dziatajg niezaleznie,

- zgloszenia ktore nastgpig gdy wszystkie stanowiska obstugi sg zaje¢te przechodza do poczekalni
(jesli jest),

- jesli wszystkie stanowiska obstugi sg zajete 1 wszystkie miejsca w poczekalni sg zajete to

zgltoszenie opuszcza SMO.



X(t) - proces stochastyczny oznaczajacy liczbe klientow w SMO w chwili t,
pi(t) = P(X(t) =),

Najczesciej interesujg nas prawdopodobienstwa graniczne

T[Ov Tcli L | T[n,

czyli rozklad = =[m, @y, ..., ).



SMO ze stratami (bez poczekalni), bez wspolpracy.

0<n<oo, m=0
A=) intensywnosc¢ zgloszen,

M; = Ju intensywnos$¢ obstugi j - tego stanowiska,

o] SR 2] e

T
|
|

n-1

nu

n]



Zastosujemy wzory dotyczgce procesu urodzen i $mierci.
A A A A

o] ) )

(—




HO = n czynnikow
A A4 A-A-A AA- A A
1+—+ + +..+
Hoop2u p-2u-3p po2p-3p (M=) u-nu
~ 1
R X A
1+—+ A+

2 +T+" n
u w2l w3 un



gdzie




Prawdopodobienstwa graniczne (wzory Erlanga):

N1
(v !
HO _[Zjl] gdzie a = ;

j=0

j j
- ’1] 11, =211,
H1 ]! )!
Prawdopodobienstwo odmowy obstugi to

IT.

J

Podm = T

i=1,2, ..



Agner Krarup Erlang (1878 - 1929), dunski matematyk, pionier
zastosowan procesow stochastycznych w telekomunikacii.



Zauwazmy, 7€

J 1 12 13 an n ai
+ Z? j=0,1,2,..,n
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i mnozac licznik oraz mianownik przez € © widzimy, ze poszczegdlne skladniki
sg rowne funkcji prawdopodobienstwa rozktadu Poissona z parametrem o

A a’
ﬁe_a —e™ )
T, = #) __ ! LAY,
j 2 3 n n i n =
e+ Fee g B e /1n e e > P.(j) 1=0,1,2,...,n.
H p2! p3 pnt o ! -0

zatem mozemy wyznacza¢ wartoscl ; za pomocg tablic rozktadu Poissona P, (j)
(P,()=P(X=1]) jest funkcja prawdopodobienstwa rozktadu Poissona z
parametrem o).
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Uwaga
Jesli dysponujemy skumulowanym RPS 1 nieskumulowanym RPN rozkladem
Poissona (np. funkcja EXCELA) to

- RPN ()

' RPS(n) -

Prawdopodobienstwo odmowy = Pogm = .
Prawdopodobienstwo obstugi = Py, = 1 - m,.
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Srednia (graniczna) liczba zajetych stanowisk obstugi.

0 1 n
TCO Tcl e TCn

_||mE(X(t)) Zk T = Zk _az(k 1)'

n-1 i n—

1
04
B YA M ST S R S
izo I i=0
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Uwaga

(04

Jeslin=1to o= leaHO:1+a\

a
W tym przypadku M, =al-11)) =a 11, =11, =Py, = 1+ -
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Przyklad.
Rozpatrujemy SMO ze stratami, bez wspolpracy, n = 5, wyznaczymy

A

prawdopodobienstwa graniczne dla r6znych warto$ci ¢~

1 | zbadamy

zaleznos¢ prawdopodobienstwa odmowy obstugi 1 sredniej liczby zajetych

stanowisk od « .
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W poszczegbdlnych kolumnach wpisane sa prawdopodobienstwa graniczne dla
wartosct @ podanej w naglowku kolumny. Pod tabelkga podano srednie liczby

zajetych stanowisk.

j \ alfa

0,05

0,1

0,5

1

1,5

2

3

5

v

10

0,95123

0,90484

0,60654

0,36810

0,22413

0,13761

0,05435

0,01094

0,00303

0,00068

0,04756

0,09048

0,30327

0,36810

0,33619

0,27523

0,16304

0,05469

0,02123

0,00677

0,00119

0,00452

0,07582

0,18405

0,25214

0,27523

0,24457

0,13674

0,07429

0,03384

0,00002

0,00015

0,01264

0,06135

0,12607

0,18349

0,24457

0,22789

0,17335

0,11279

0,00000

0,00000

0,00158

0,01534

0,04728

0,09174

0,18342

0,28487

0,30337

0,28198

gk~ WNEFL O

0,00000

0,00000

0,00016

0,00307

0,01418

0,03670

0,11005

0,28487

0,42472

0,56395

0,05

0,1

0,4999

0,9969

1,4787

1,9266

2,6698

3,57566

4,02696

4,36
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Dla pieciu wybranych wartosci a rozktady graniczne zilustrowano graficznie.

zaleznosc¢ prawdopodobienstw granicznych od alfa (n=5)

1,00000

‘\ —e— alfa=0,05 —=— alfa=0,5 alfa=1,5 alfa=3 —— alfa=10
0,80000 \
0,60000

0,40000 \ /
-

prawdopodobienstwa
graniczne

\
N
0,20000
| \\0\>;><;/
0,00000 + —— 3 » .
0 1 2 3 4 5 6

stany

Zauwazmy, ze wraz ze wzrostem alfy rosnie prawdopodobienstwo, ze zajeta
bedzie wigksza liczba stanowisk.

17



Na drugim wykresie przedstawiono zaleznos¢ prawdopodobienstwa odmowy
obstugi (5 ) od alfa. Wzrost intensywnosci zgtoszen w stosunku do

zaleznos¢ p-stwa odmowy od alfa (n=5)
0,60000

0,50000 //
0,40000

0,30000 /
0,20000
0,10000 /
0,00000 —w—o—e
0 2 4 6 8 10 12
alfa

odmowy

prawdopodobienstwo

intensywnosci obstugi tzn. wzrost o powoduje wzrost prawdopodobienstwa
odmowy obstugi.
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Na trzecim wykresie przedstawiono zaleznos¢ sredniej liczby zajetych stanowisk
(m,s ) od alfa. Wzrost o powoduje wzrost sredniej liczby zajetych stanowisk.

zaleznos¢ sredniej liczby zajetych stanowisk od alfa (n=5)

5
=
45
2 4 /
_g 375 /
S 3
% 25 /
S 2
S 15 /
s /.
[=
% 05 |
) ’

0 T T T T T

0 2 4 6 8 10 12
alfa
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SMO ze stratami (bez poczekalni), z pelna wspolpraca.
O<n<ow, M=0

Hi=nNnp intensywno$¢ obstugi j - tego stanowiska,

o] [l )
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Prawdopodobienstwa graniczne:

1
L1,

:1+,B+,82+...+,B” -

?
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gdy g=1
1 n+1
HO:1+,B+,82+ +,8”:< 1- 8"
—/ gdy S =1
\ 1=/
Hj:,BjHO\ j=1,2,..,n

Prawdopodobienstwo odmowy obstugi to
I:)odm = Tlp.
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SMO z ograniczonymi stratami, bez wspolpracy.
m>0

stanowiska obstugi poczekalnia

0] i:[l] i[n] i[n +1}..Jn+m-1] i[n +m]
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Prawdopodobienstwa graniczne:

2 n n -1
— ﬁ 0[_ a a 2 m
H0_£1+ll+ o ot " + o (,B+,B +..+ [0 )j
_& A
gdzie “=7,, P

zatem T0y = ?
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[ko I nl -
HO:< k n -1
Za + 4 m gdy S=1
= kI nl
k
o
HKZEHO k=1,2,..,n
1_In+J:ﬂjl_[n J:]- ? m

Prawdopodobienstwo odmowy obstugi

Podm = Tlh+m-
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Uwaga. dlak=0,1,2,..,n

a
£ P (K)
n .k n o = - a — gdy ﬂ;tl
NPT “ﬂ(i_ﬁ ) %Pa(k)ma(n)ﬂ(i_ﬁ |
: P, (k) o fot
Y P, (k) +P, (mm

zatem do obliczen mozna wykorzystac tablice rozktadu Poissona.
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SMO z ograniczonymi stratami, z pelng wspélpraca.

m>0
stanowiska 0bs1ugi poczekalnia
0] =~ ). = [n] = [h+}fn+m-1] =~ [n+m]

Prawdopodobienstwa graniczne:

1
HO: 2 n+m
1+ B+ +..+

—?

., A _a
gdzie ﬂ—nﬂ— -
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gdy =1
1 m+n+1
H0:1+ﬂ+ﬂ2+-..+,8n+m = 1_an+m+1 -1
( oy j gdy g =1
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I1, = B1,.

J

j=1,2,..,n+m

Prawdopodobienstwo odmowy obstugi

Podm = Tlh+m-
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SMO bez strat (nieskonczenie wiele stanowisk), bez wspolpracy.
n = oo,

Z; = A intensywno$¢ zgloszen,
#; = ju intensywno$¢ obstugi j - tego stanowiska,

A A A A

o] »~f] = . [n] s, [l
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Prawdopodobienstwa graniczne:

Hoz[iaj

=N

;

31

gdzie %~

=
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Podm =0

33

0 =2,



Uwaga.
Olj —u .
szje =F.())" j=0,1,2,....n, ...
zatem do obliczen mozna wykorzystac¢ tablice rozktadu Poissona.

Uwaga. Ten typ SMO nie moze by¢ rozpatrywany z pelng wspolpraca
obstugi.
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SMO bez strat (nieskonczenie dluga kolejka), bez wspolpracy.
m = oo

stanowiska obstugi poczekalnia
A

0] [ [n] .~ [n+1). = [k}

nu
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Prawdopodobienstwa graniczne:

A «

zaktadamy, ze T nu <1

(warunek istnienia prawdopodobienstw granicznych) zatem
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Uwaga.
dak=0,1,2,..,n
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SMO bez strat (nieskonczenie dluga kolejka), z pelng wspolpraca.

m = oo
stanowiska obstlugi poczekalnia
o] =~ [1]....<j—ﬂ> [n] # h+1].. = [n+ml.. =~
Podm - O
I « i ..
zaktadamy, ze = o 0 <1 (warunek istnienia prawdopodobienstw

granicznych)
Prawdopodobienstwa graniczne:
I, = L o
1+ 8+ 57 +...
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I1.

I, = >
1+ 8+ 67 +...

39
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SMO bez strat (zgloszenia niecierpliwe), bez wspolpracy.

m = oo
T, — czas oczekiwania w kolejce,
1-e™ gdyt>0
P(T, <t) = I
0 gdy t<0
v - iIntensywnos¢ niecierpliwosci,
stanowiska obstugi poczekalnia

A

0] (T_’[l]—/ [n]—’ n+1]... .o [n+ml.

nu
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Prawdopodobienstwa graniczne:

"o a"( A X A N
I, —[Z Tt [ + + ot )+

=0 nu+v  (nu+v)nu+2v) (nu+v)..nu+my

zakladamy, ze powyzszy szereg jest zbiezny.
Zatem

n

k
a a
Hk:ﬂHO‘k:l, 2,....N Hn:ﬁno

/1]
! (n,Ll+V)...(n,u+ jv) 1=1,2, ..

I, . =Il
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Charakterystyki SMO.

My - Srednia liczba klientow w SMO (stanowiska obstugi + poczekalnia),
My - Srednia dtugosc¢ kolejki,

M, - Srednia liczba zajetych stanowisk,
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SMO z ograniczonymi stratami, bez wspolpracy.

Y - liczba zaj¢tych stanowisk obstugi,

Y (0 |1 |... In-1 n
Pime |ty | Thor [T+ Tna1t o +TT0am
m, =EY =a(1-11 . )=a P,
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Z - liczba zajetych miejsc w poczekalni,

Z |0 1 m
p . T, Tcn+1 Tcn+m
i=0
(Hn(m(m+1)j
2
m, =EZ =1

s

1-(M+1)B" +mp™

-5y

44
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Uwaga.
Dowod dla 3 # 1 wynika z nastepujacej wlasnosci:

Zm:kxk _ me:kxk‘1 — x(ixkj = x(xl_xmj _
k=1 k=1 1—x

/

X —x" I-(M+1D)x™ +mx™
= X = X >
1-X (1-x)
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X - liczba zgloszen w SMO, X =Y +Z,
Zatem

myg=EX=EY + EZ =m, + m
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Whiosek.
Jesli m = 0 (brak poczekalni) to

EZ=0, EX=EY =0a(l-T,)
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Whniosek.
Jeslim=o 10 Thm— 0 (gdy m — ) oraz

1

EZ=T1
EY

1-p)

I
K
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tsyst - Sredni czas przebywania w SMO,

tsyst = M/A  (wzor Little’a)

twol - Sredni czas przebywania w kolejce,

tkol = My/A
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Niech m = oo (wtedy < 1)
Z - czas oczekiwania zgloszenia w kolejce.

1 dla z<0

P(Z>Z):4£e—nﬂz(]‘_ﬂ) dla ZZO
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Klasyfikacja kolejek.
Priorytety obshugi:
FIFO (first in first of),
SIRO (selection in random order),
LIFO (last In first out).

Rozpatrywany przez nas priorytet to FIFO.
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Klasyfikacja Kendalla:

X/ Xo/n 2 (N, m),
X; - rozktad czasu miedzy kolejnymi zgloszeniami,
X, - rozklad czasu obstugi jednego zgloszenia,
n - liczba stanowisk obstugi,
N - liczebnos¢ obstugiwanej populacji,
m - liczba miejsc w poczekalni.
Dla rozktadow X, X, przyjeto m in. oznaczenia:
D - rozktad deterministyczny (rowne odstepy czasu),
M - rozktad wykladniczy,
G - dowolny rozktad,
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Rozpatrywany przez nas markowskie SMO ma oznaczenie

M/M/n : (o0, M)
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Przyklad.

Rozpatrujemy SMO ze stratami, bez wspolpracy, A =2 zgt./h; u =4 zgt./h (o = AM/u =0,5).
Wyznacz minimalng liczbe stanowisk obstugi tak aby Pygy < 0,05.

Sposob 1.

Rozpatrujemy na przyktad n = 2.

a2\ 1 1\ 8 o 4 a
0 ( +a+ Z!J ( +2+8j 13 I1, ]_IHO 3 IT, o IT, > 0,05

Nalezy zatem zwigkszy¢ n.
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Rozpatrujemy n = 3.

2 3\ ! -1
IT, = lra+Z +% | = 1+1+1+i :4—8
2 3 2 8 48 79

a 24 ot 6 o 1
Wtedy leinozﬁ I, =—1II,=— 1_13251_10:7_9<0105

Poniewaz TU3 = Pogm = 1/79 < 0,05 zatem powinny by¢ przynajmniej 3 stanowiska.

55



Sposob 11 (z wykorzystaniem tablic rozktadu Poissona)
Rozpatrujemy na przyktad n = 2.
P.() _ Pos(2) 0,0758

I, =— = =0,077
3P, () Ps(0)+P, () +P(2) 0,6065+0,3033+0,0758
j=0
Nalezy zatem zwigkszy¢ n.
Rozpatrujemy n = 3.
Pos(3) 0,0126 00126

H = =
> P, (0)+P,;()+P,;(2)+P5(3) 0,6065+0,3033+0,0758+0,0126

Poniewaz TU3 = Pogm = 0,0126 < 0,05 zatem powinny by¢ przynajmniej 3 stanowiska.
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Przyklad.

Rozpatrujemy SMO z jednym stanowiskiem obstugi. Zbadamy jak zmienia si¢ Py dla roznych wartosci o

gdy dlugos¢ poczekalni rosnie od m =0 do m = 10.
W tym przypadku a = . Poszczegolne kolumny zawieraja Pogn dla ustalonego B i r6znych m.

beta 0,3 0,9 1,5 2,1 2,7
m Podm Podm Podm Podm Podm

0 0,2308 0,4737 0,6000 0,6774 0,7297

1 0,0647 0,2989 0,4737 0,5872 0,6633

2 0,0191 0,2120 0,4154 0,5522 0,6417

3 0,0057 0,1602 0,3839 0,5370 0,6340

4 0,0017 0,1260 0,3654 0,5300 0,6313

5 0,0005 0,1019 0,3541 0,5267 0,6302

6 0,0002 0,0840 0,3469 0,5252 0,6299

7 0,0000 0,0703 0,3422 0,5245 0,6297

8 0,0000 0,0595 0,3392 0,5241 0,6297

9 0,0000 0,0508 0,3372 0,5240 0,6296

10 0,0000 0,0437 0,3359 0,5239 0,6296
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Jak wida¢ Pygm maleje gdy rosnie liczba miejsc w poczekalni.

Zaleznos¢ Podm od m dla réznych beta
——beta=0,3 =—beta=09 beta=1,5 beta=21 ——beta=27
0,8000
0,7000 |‘\\K\*\
0,6000 _ * * * * * * *
0,5000
E )
B 0,4000 IR
80,3000 \
0,2000 .
0,1000 ———
0,0000 \\'\
0 2 4 6 8 10
diugos¢ poczekalni

58



Rozktady prawdopodobienstw liczby klientow w chwili t.
W bardzo prostych przypadkach mozna korzystajac z uktadu rownan
Kolmogorowa wyznaczy¢ doktadne wartosci prawdopodobienstw liczby

klientow w systemie w chwili t.
Przyktad.

SMO z jednym stanowiskiem obstugi bez poczekalni.
X(t) - liczba klientéw w systemie w chwili t.

0] =[]

Uktad rownan Kotmogorowa (p. wykt. 4)

{pé (t) = -2 po(t) + 1 p,(t)

p1(0) =4 po(t) — 2 Py (1)
rozktad poczatkowy ma postac [1, 0].
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Rozwigzujac ten uktad mamy

% WolframAlpha e

solve {x'(t+A*x(t)=p*y(t), y'(t)+p*y(t)=A*x(t), x(0)=1, y(0)=0} © a8

) - N
f32 Extended Keyboard * Upload 2 Examples >3 R]M
Input:

{x'(ty + A x(t) = p y(t), y'(6) + p y(t) = A x(t), X(0) = 1, y(0) = 0}
ODE classification:

First-order system of linear differential equations

Alternate form:

{x'tt) = py () = Lxct), y'(8) = A x(t) - g y(t), x(0) = 1, y(0) = 0}

Differential equation solutions:

+ A4 E_r‘:l-HJJ
x(t) = K
A +
A=A E_r‘:H-FJ
yity=———

.rl+]u
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V=2 oGt M
Zatem Po (1) A+ A+ u

py (1) =~y L
A+ u A+ u

Prawdopodobienstwa graniczne sg rowne

Ho. A
=124 0" A+ u
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Dla i =2, u =1 mamy
2 4 1
t)y=—e"+=
Zatem Po(t) 3¢ 3

2 2

t)y==-=¢e™
p.(t) 2 3
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Wykresy tych funkcji.
e WOITramalipna

plot {x(t) =1/3 +2/3*exp(-3t), 0<=t<=3}, plot{y(t) =2/3 -1/3*exp(-3t), 0<=t<=3} =

[fs Extendad Keyboard ~ # Upload #i Examples 28 Random

nput interpretation:

1 2 3
X(t)= -+ —exp(-3t
3 3 4 ‘
plot 0w3
2 1 5
{(t) = = = — exp(=3t)
¥ 3 3 P
*lot:
lll!_I
0.9
1|:1; -,“
0.7}
0.6 | "
05|
o4l -
03l o - a
=
o2l —_—
0.0 [ 1 2.0 2

Prawdopodobienstwa graniczne sg rowne
n-[33
~ 13’3
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Przyktad.
SMO z jednym stanowiskiem obstugi 1 jednym miejscem w poczekalni.

X(t) - liczba klientéw w systemie w chwili t.

0] [t =[]

Uktad rownan Kotmogorowa

(Po(t) =—4 po(t)+ 2 py (1)
pi(t) =2 po(t) = (A + 1) py(t)+p p, (1)

(P2 (D) =4 py(t)—u P, (1)
rozktad poczatkowy ma postac [1, O, 0].

N
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Rozwigzujac ten uktad mamy

% Wolfra mAIpha

‘ solve {x'(t)+A*x(t)=p*y(t), y (O+(A+u)*y (O =Ax(t)+p*z(t), 2 (t)+p*z(t)=A*y(t), x(0)=1, y(0)=0, z(0)=0}

Ifa Extended Keyboard * Upload i Examples

Input:

(X (€) + Axte) = g y(e), YO + (A + @) y(t) = A x(t) + p 2(8),
g'(t) + p 2(t) = 1 y(t), X(0) = 1, y(0) = 0, 2(0) = 0}

ODE classification:
First-order system of linear differential equations
Alternate form:

(8 = p y(t) = A x(t), y'(£) = Lx(t) + (=1 = ) Y(£) + p 2(t),
2'(t) = A y(£) = p 2(t), X(0) = 1, y(0) = 0, 2(0) = 0

Differential equation solutions:

xit) =
[2;;2 _ 3 Grq-h_ \IT—,'L—M 132 ‘;—e “i-n) g2 r{—\"T Vi -1-p) .
12 fm‘T Vi —1-y) +.l.,u¢=""‘f‘— Vi -a-p) ”‘Fe:qﬁ \G_.\_g]]/

(2[:-\"1 \G +.l+p)[:ﬁa+l+y)]
yit)y=

-[{.l.( 2,u 2,232 - -Va Vi - A-n)
Ps_zf::ﬁ v.f?-.x-n]n/

izﬁ{-ﬁﬁ+ﬁ+p]{ﬁﬁ+,\+g])}

32 e”ﬁ Vi =1-p) +P_z,.-z e:{-v’T Vi -1-y) .

2(6) = (2 (232 Vi + 2 VI VE

1e (v G--l-p]_ﬁ v eri-ﬁ Vi =d-p) _
Vi ﬁ E:|V’Tﬁ-,1-pj+ﬂer{-ﬁ vT-,t-p]_ n[».'_ -a- m]}/

2V (VA VE +2+u) (VI Vi 410+ )
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Dlai =1, u =1 mamy

1 5 1 . 1
Zatem pO(t) de 3t+§e t-l—

1 1 5
t)==->¢e
p, (t) 273

1 & 1
t)=—€¢ " ——e +
p,(t) c 5

3

1
3 = Podm(t)
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Wykresy tych funkcji.

P, (t) = Lo leail

& WolframAlpha

plot {x(t) =1/3 +1/6%exp(-3t)+1/2*exp(-1), O<=t<=3}

Ifa Extended Keyboard * Upload

Input interpretation:
1 1 1
plot r(r}=§+gupf—3t]+£ﬂp[—t] t=0to3

Plot:
1.0
09

0.8

0.5
0.4

03~

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
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PO = -3¢

1ltWoIfr;-::lm;ﬂ\Ipha

plot {y(t) =1/3 -1/3*exp(-3t), 0<=t<=3}

[fs Extended Keyboard * Upload

Input imterpretation:

1
—Eﬂp{—Bt] t=0to3

(£ ]

plot  yit) =

Plot:

_—

030 | /
0.25}
020!
0.15|
=
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0
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1o, 1,1
P(t) =& =2 + 2 = ()

P& WolframAlpha

plot {z(t) =1/3 +1/6*exp(-3t)-1/2*exp(-t), 0<=t<=3}

Ifs Extended Keyboard * Upload

Input interpretation:

plot z(t}=é+éﬂp[—3t]—%ﬂpt—t] Dto3
Plot:
0.30 /—
0.25 ,_.r"'ff

0.10 v
0,05 /
.-"/
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Prawdopodobienstwa graniczne sg rowne
M= tLl
3'3'3
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Dodatek

Poisson-f.prawdopodobienstwa nieskumulowana

Tablica rozkladu Poissona i tablica skumulowanego rozkladu Poissona.

alfa n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0,01 0,9900| 0,0099( 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000( 0,0000| 0,0000( 0,0000| 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000
0,05 0,9512| 0,0476| 0,0012| 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000
0,1 0,9048| 0,0905( 0,0045| 0,0002| 0,0000| 0,0000| 0,0000( 0,0000| 0,0000( 0,0000| 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000
0,2 0,8187| 0,1637| 0,0164| 0,0011| 0,0001| 0,0000| 0,0000| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000
0,3 0,7408| 0,2222( 0,0333| 0,0033| 0,0003| 0,0000| 0,0000( 0,0000| 0,0000( 0,0000| 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000
0,4 0,6703| 0,2681| 0,0536| 0,0072( 0,0007| 0,0001| 0,0000| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000
0,5 0,6065| 0,3033| 0,0758| 0,0126| 0,0016| 0,0002| 0,0000| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000{ 0,0000
0,6 0,5488| 0,3293( 0,0988| 0,0198| 0,0030| 0,0004| 0,0000( 0,0000| 0,0000( 0,0000| 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000
0,7 0,4966| 0,3476| 0,1217| 0,0284( 0,0050| 0,0007| 0,0001| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000{ 0,0000
0,8 0,4493] 0,3595( 0,1438| 0,0383| 0,0077| 0,0012| 0,0002| 0,0000| 0,0000( 0,0000| 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000
0,9 0,4066| 0,3659| 0,1647| 0,0494( 0,0111| 0,0020| 0,0003| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000{ 0,0000
1 0,3679| 0,3679( 0,1839| 0,0613| 0,0153| 0,0031| 0,0005( 0,0001| 0,0000( 0,0000| 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000
1,1 0,3329| 0,3662( 0,2014| 0,0738| 0,0203| 0,0045| 0,0008( 0,0001| 0,0000( 0,0000| 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000
1,2 0,3012| 0,3614| 0,2169| 0,0867| 0,0260| 0,0062| 0,0012| 0,0002| 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000{ 0,0000
1,3 0,2725| 0,3543( 0,2303| 0,0998| 0,0324| 0,0084| 0,0018( 0,0003| 0,0001( 0,0000| 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000
1,4 0,2466| 0,3452| 0,2417| 0,1128| 0,0395| 0,0111| 0,0026| 0,0005| 0,0001| 0,0000| 0,0000| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000
15 0,2231| 0,3347( 0,2510| 0,1255| 0,0471| 0,0141| 0,0035( 0,0008| 0,0001( 0,0000| 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000
1,6 0,2019| 0,3230] 0,2584| 0,1378| 0,0551| 0,0176| 0,0047| 0,0011| 0,0002( 0,0000| 0,0000| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000
1,7 0,1827| 0,3106| 0,2640| 0,1496( 0,0636| 0,0216| 0,0061| 0,0015| 0,0003| 0,0001| 0,0000| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000{ 0,0000
1,8 0,1653]| 0,2975( 0,2678| 0,1607| 0,0723| 0,0260| 0,0078| 0,0020| 0,0005| 0,0001| 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000
1,9 0,1496| 0,2842| 0,2700| 0,1710( 0,0812| 0,0309| 0,0098| 0,0027| 0,0006( 0,0001| 0,0000| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000
2 0,1353| 0,2707( 0,2707| 0,1804| 0,0902| 0,0361| 0,0120( 0,0034| 0,0009( 0,0002| 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000
2,2 0,1108| 0,2438| 0,2681| 0,1966( 0,1082| 0,0476| 0,0174| 0,0055| 0,0015| 0,0004| 0,0001| 0,0000( 0,0000( 0,0000| 0,0000| 0,0000
2,4 0,0907| 0,2177( 0,2613| 0,2090| 0,1254| 0,0602| 0,0241| 0,0083| 0,0025| 0,0007| 0,0002( 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000
2,5 0,0821| 0,2052( 0,2565| 0,2138| 0,1336| 0,0668| 0,0278| 0,0099| 0,0031| 0,0009| 0,0002( 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000
2,6 0,0743| 0,1931| 0,2510| 0,2176( 0,1414| 0,0735| 0,0319| 0,0118| 0,0038| 0,0011| 0,0003| 0,0001| 0,0000( 0,0000| 0,0000{ 0,0000
2,8 0,0608| 0,1703( 0,2384| 0,2225| 0,1557| 0,0872| 0,0407| 0,0163| 0,0057( 0,0018| 0,0005| 0,0001| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000
3 0,0498| 0,1494| 0,2240| 0,2240( 0,1680| 0,1008| 0,0504| 0,0216| 0,0081| 0,0027| 0,0008| 0,0002( 0,0001( 0,0000| 0,0000{ 0,0000
3,5 0,0302| 0,1057( 0,1850| 0,2158| 0,1888| 0,1322| 0,0771| 0,0385| 0,0169| 0,0066| 0,0023| 0,0007| 0,0002| 0,0001| 0,0000| 0,0000
4 0,0183| 0,0733| 0,1465| 0,1954( 0,1954| 0,1563| 0,1042| 0,0595| 0,0298| 0,0132| 0,0053| 0,0019| 0,0006( 0,0002| 0,0001| 0,0000
5 0,0067| 0,0337| 0,0842| 0,1404 0,1755| 0,1755| 0,1462| 0,1044| 0,0653| 0,0363| 0,0181| 0,0082( 0,0034( 0,0013| 0,0005| 0,0002
8 0,0003]| 0,0027( 0,0107| 0,0286| 0,0573| 0,0916| 0,1221| 0,1396| 0,1396| 0,1241| 0,0993| 0,0722| 0,0481| 0,0296| 0,0169| 0,0090
10 0,0000| 0,0005| 0,0023| 0,0076( 0,0189| 0,0378| 0,0631| 0,0901| 0,1126 0,1251| 0,1251| 0,1137| 0,0948( 0,0729| 0,0521| 0,0347

70




Poisson p-stwo skumulowane (dystrybuanta prawostronnie ciggta)

alfa n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0,01 0,9900/ 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
0,05 0,9512| 0,9988| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000
0,1 0,9048| 0,9953( 0,9998| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
0,2 0,8187| 0,9825| 0,9989| 0,9999( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000
0,3 0,7408| 0,9631( 0,9964| 0,9997| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
0,4 0,6703| 0,9384( 0,9921| 0,9992| 0,9999| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
0,5 0,6065| 0,9098| 0,9856| 0,9982( 0,9998| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000
0,6 0,5488| 0,8781 0,9769| 0,9966| 0,9996| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
0,7 0,4966| 0,8442| 0,9659| 0,9942( 0,9992| 0,9999| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000
0,8 0,4493| 0,8088( 0,9526| 0,9909| 0,9986| 0,9998| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
0,9 0,4066| 0,7725| 0,9371| 0,9865| 0,9977| 0,9997| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000
1 0,3679| 0,7358| 0,9197| 0,9810( 0,9963| 0,9994| 0,9999| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000
11 0,3329| 0,6990( 0,9004| 0,9743| 0,9946| 0,9990| 0,9999( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
1,2 0,3012| 0,6626| 0,8795| 0,9662( 0,9923| 0,9985| 0,9997| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000
1,3 0,2725| 0,6268( 0,8571| 0,9569| 0,9893| 0,9978| 0,9996( 0,9999| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
1,4 0,2466| 0,5918| 0,8335| 0,9463| 0,9857| 0,9968| 0,9994| 0,9999( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000
15 0,2231| 0,5578( 0,8088| 0,9344| 0,9814| 0,9955| 0,9991| 0,9998| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
1,6 0,2019| 0,5249( 0,7834| 0,9212| 0,9763| 0,9940| 0,9987| 0,9997| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
1,7 0,1827| 0,4932| 0,7572| 0,9068( 0,9704| 0,9920| 0,9981| 0,9996| 0,9999| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000
1,8 0,1653| 0,4628( 0,7306| 0,8913| 0,9636| 0,9896| 0,9974| 0,9994| 0,9999( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
1,9 0,1496| 0,4337| 0,7037| 0,8747| 0,9559| 0,9868| 0,9966| 0,9992( 0,9998| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000
2 0,1353]| 0,4060( 0,6767| 0,8571| 0,9473| 0,9834| 0,9955( 0,9989| 0,9998| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
2,2 0,1108| 0,3546| 0,6227| 0,8194( 0,9275| 0,9751| 0,9925| 0,9980( 0,9995| 0,9999| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000
2,4 0,0907| 0,3084| 0,5697| 0,7787( 0,9041| 0,9643| 0,9884| 0,9967| 0,9991| 0,9998| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000
2,5 0,0821| 0,2873( 0,5438| 0,7576| 0,8912| 0,9580| 0,9858| 0,9958| 0,9989( 0,9997| 0,9999| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
2,6 0,0743| 0,2674| 0,5184| 0,7360( 0,8774| 0,9510| 0,9828| 0,9947| 0,9985| 0,9996| 0,9999| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000
2,8 0,0608| 0,2311( 0,4695| 0,6919| 0,8477| 0,9349| 0,9756( 0,9919| 0,9976| 0,9993| 0,9998| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
3 0,0498| 0,1991| 0,4232| 0,6472| 0,8153| 0,9161| 0,9665| 0,9881| 0,9962| 0,9989| 0,9997| 0,9999( 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000
3,5 0,0302| 0,1359( 0,3208| 0,5366| 0,7254| 0,8576| 0,9347| 0,9733| 0,9901| 0,9967| 0,9990( 0,9997| 0,9999| 1,0000| 1,0000| 1,0000
4 0,0183| 0,0916( 0,2381| 0,4335| 0,6288| 0,7851| 0,8893| 0,9489| 0,9786| 0,9919| 0,9972( 0,9991| 0,9997| 0,9999| 1,0000| 1,0000
5 0,0067| 0,0404| 0,1247| 0,2650( 0,4405| 0,6160| 0,7622| 0,8666| 0,9319| 0,9682| 0,9863| 0,9945( 0,9980( 0,9993| 0,9998| 0,9999
8 0,0003| 0,0030( 0,0138| 0,0424| 0,0996| 0,1912| 0,3134| 0,4530| 0,5925| 0,7166| 0,8159| 0,8881| 0,9362| 0,9658| 0,9827| 0,9918
10 0,0000| 0,0005| 0,0028| 0,0103( 0,0293| 0,0671| 0,1301]| 0,2202| 0,3328| 0,4579| 0,5830| 0,6968| 0,7916( 0,8645| 0,9165| 0,9513
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