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ZMIENNA LOSOWA | JEJ PARAMETRY
-powtorzenie

(©,S,P) — przestrzen probabilistyczna
(matematyczny model zjawiska losowego),

(2 — zbi6r wszystkich zdarzen elementarnych,
S — zbi6r zdarzen, (podzbiory zbioru €,
(doktadnie ¢ — ciato podzbiorow)),
P—prawdopodobienstwo (funkcja przyporzadkowujaca
zdarzeniom szanse¢ ich zajscia).

P:S—>R



Prawdopodobienstwo warunkowe

Jesli P(B)>0, BeS ( okreslamy
prawdopodobienstwo warunkowe dowolnego
zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B:

P(AlB) = P(F?(E)B) AcS




Twierdzenie (o prawdopodobienstwie calkowitym)
Niech zdarzenia Ay, Ay, ..., An, parami wykluczajg sie,

oraz AVAU.UA=Q | PA)>0,i=1.2,..,n.
wtedy dla dowolnego zdarzenia B

n

P(B) =) P(A)P(BJA)

=1



Zmienng losowa X nazywamy funkcj¢
(borelowska czyli praktycznie kazda)

przyporzadkowujgca zdarzeniom elementarnym
liczby rzeczywiste.

X:Q—>R



Dystrybuantg zmiennej losowej X nazywamy
funkcje F:R——> R okreslong wzorem:

F(x) = P(X < Xx) =P, ((—, X))



Wilasnosci dystrybuanty:
» F jest funkcjg niemalejaca,

» F jest funkcig lewostronnie ciggla,




o dystrybuanta zmiennej losowe] wyznacza
jednoznacznie jej rozktad,
5 P(@< X <b)=F(b)-F(a); a<b

n P(X=a)=F(@")-F(a); gdzie F(a") oznacza
granice prawostronng, (jesh a jest punktem
ciagtosci dystrybuanty to P(X =a ) = 0).



Zmienna losowa jest skokowa (dyskretna)
jesli  zbior wszystkich jej wartosci jest
skonczony lub przeliczalny.

Rozktad zmiennej losowej skokowej czgsto
okreslamy za pomoca funkcji
prawdopodobienstwa:

P(X — Xk) = pk
(wlasnosé: ;pk:]-; P >0)

Liczby px nazywamy skokami, a wartosci xy
punktami skokowymi.



Zmienna losowa X o dystrybuancie F jest ciagla jesli jej
dystrybuanta da si¢ przedstawi¢ w postaci

F(x)=[f()dt xeR
gdzie f jest funkcja spetniajgcg warunki:

f(x)>0; XxeR; Tf(t)dtzl

1 nazywamy ja gestoscia prawdopodobienstwa zmiennej
losowej X.
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Wiasnosci rozktadu zmiennej losowej czgsto
charakteryzujemy jej parametrami.

11



Jednym z podstawowych parametrow jest
wartos¢ oczekiwana.

Wartos¢ oczekiwana. Oznaczenie EX lub m.
Dla zmiennej losowe] skokowe]j

EX = Z X B;
Dla zmiennej losowej ciaglej

EX = j xf (x)dx
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Przyklad

Dla zmiennej losowej o funkcji prawdopodobienstwa

Xk -1 2 3

o 10,2]06]0,2

EX =-1-0,2+2-06+3-02=16
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Przyklad
Dla zmiennej losowej o gestosci

2X Xxe<01>
f(x)=
0 X ¢<01>

x3|1

1 1
EX =Ix-2xdx =2'[x2dx =2
g ) 310

_2
3
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Wilasnosci wartosci oczekiwanej
» EC =C; C— stala,

b) E(aX) — aE(X),

o E(X+Y)=EX+EY,

oJesli a<X<b,to a<EX<b,
9Jesli X <Y to EXLZEY,

n EX <E|X|, [EX|<E|X]

o X, Y —niezalezne, to E(XY) = EXEY.
n X, Y —dowolne, to E(XY) = EX-EY + cov(X)Y).
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Miarg rozrzutu wartosci zmiennej losowej jest
wariancja.

Wariancja. Oznaczenie D°X lub o* .
DX = E(X — EX)?
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Dla zmiennej losowe] skokowe]j
D*X = Z(Xi - EX)2 Pi

Dla zmiennej losowej ciagte;

D*X = ]O(x— EX)* f (x)dx
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Wilasnosci wariancji
, D%C = 0; c — stala,
» D?(aX) = a* D4(X),
9 DZ(X + D) = D?X ., b — stala,
» X, Y — niezalezne, to D*(X £ Y) = D°X + D?Y
» D°X = E(X?) — (EX)?.
» X, Y —dowolne zmienne losowe
DX + Y) = D°X + D?Y +2Cov(X, Y),
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Odchylenie standardowe (K. Pearson).
Oznaczenie DX lub o.

DX =+/D*X
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Podstawowe rozklady.

Rozklad dwupunktowy (zerojedynkowy)
Niech p €(0,1) bedzie ustalong liczba.
Okreslamy:
PX=0)=q,P(X=1)=p;gdzieq=1-p.

Umowa: 0 — porazka, 1 - sukces
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EX

DX = pq
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Rozklad dwumianowy
DladanychO<p<1 , neN okre§lamy
funkcje prawdopodobienstwa

n K ~N—kK
P(X:k):(kqu gdzie q=1-p
k=0,1,2, ...,n.

Zauwazmy, ze gdy n =1 to rozktad dwumianowy jest
rozktadem zerojedynkowym.
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. ‘; -/;' ,-'
Plyta nagrobna Jakuba Bernoulliego [1654, 1705] w katedrze
Bazylei (Szwajcaria)
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Rozklad geometryczny
X - liczba prob Bernoulliego poprzedzajacych
pierwszy sukces

P(X =k)=pq"
g=1-p k=0,1,2, ..

EX=g/p; DX=glp’
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Dystrybuanta
F(x)=0dlax<0
dak<x<k+1

F(x)=P(X <x):ZP(x :i)zzpqi _

= p(l_ qk+1) :1_ qk+1
1-q
(Funkcja schodkowa)
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Dla dowolnych catkowitych m, n >0 mamy
P(X>m+n|X >m)=P(X >n)
(wlasnos¢ braku pamigci).

Rozklad Poissona
Dla 4> 0 okreslamy funkcje prawdopodobienstwa

k

P<X=k)=%9‘”“ k=10,1,2, ..

(wartosci tych prawdopodobienstw zawiera
tablica rozktadu Poissona)

EX =X D?X = A
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POIZSIS, %’”ff;/_@.

Siméon Denis Poisson (1781-1840), francuski
mechanik teoretyk, fizyk i matematyk.
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http://pl.wikipedia.org/wiki/1781
http://pl.wikipedia.org/wiki/1840

Rozktad Poissona jest zwigzany z rozktadem dwumianowym.

X - rozktad dwumianowy o parametrach n, p.
Niech A = np, wtedy

n n!
PX:k: k n—k:— kl— n—k:
( ) (kqu (n—k)!k!p( p)
=l
n(n-1)---(n—k+1) A n
n* k! LA “

n

30



Dla ustalonego A i duzych n mamy

n k
(1_£j e (1_£J o1 n(n—l)---k(n—k+1)zl

n n n
zatem

n e A
P(X =k) = (kj p‘a"" ~ Tk (przyblizenie Poissona)
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Suma niezaleznych rozktadow Poissona.

X, Y —niezalezne rozktady Poissona o parametrach
odpowiednio A, A, > 0.

Wtedy X +Y ma tez rozktad Poissona o parametrze A; + A,.
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Dowod
P(X +Y :n):ip(x —Kk,Y =n—k) =

B /11 a b
—ZP(X K)(Y =n—k) = Z % ﬂi(n il

:euﬁmz A X" :e_%%)i n!
K(n—K)! = Kn—k)

_ (2, + /12) o)
n!

R -
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Rozklady ciagle

Rozklad jednostajny
Rozklad ktorego gestos¢ jest stata w pewnym
przedziale nazywamy jednostajnym.

34



Gestosc rozktadu jednostajnego w (a, b)
1 .
f0)=1p-a =&
0 X ¢(a; b)
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Poniewaz gestos¢ ta ma o$ symetrii w punkcie
X =(a+b)/2to EX = (a+b)/2

D2X = (b — a)*/12
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Rozklad wykladniczy
Rozklad ten wystepuje cze¢sto w zagadnieniach
rozkladu  czasu migdzy  zgloszeniami
(awariami) lub czasu oczekiwania na obstuge
w systemach kolejkowych.
Gestos¢ rozkladu wyktadniczego o parametrze
a > (0 ma postac

x>0

CR I

dystrybuantg tego rozktadu jest funkcja

F(x) = l1-e x>0
0 Xx<0

(uzasadnienie: F'(x) = f(x))

EX =1/a D?X = 1/a°
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Wiasnosc¢.

1) Jesli liczba zgloszen w  systemie
kolejkowym w przedziale czasu (t, t + T) ma
rozklad Poissona o parametrze AT, oraz
liczby zgloszen przychodzace w roztagcznych
przedziatach czasu s3 niezalezne to czas X
miedzy kolejnymi zgtoszeniami ma rozktad
wyktadniczy o parametrze a = 1/A.

2) Dla dowolnycht, T >0 mamy
P(X 2t+T | X 2t)=P(X 2T) (wlasnosé¢ braku
pamigci).
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Rozklad normalny

Dla m eR, oe(0, +x)
Okreslamy gestos¢ rozktadu
 (x=m)?
1 252
f(x)= e © XeR

o2
Wartosci  dystrybuanty dla  argumentow
ujemnych  wyznaczamy na  podstawie
zaleznosci

D-x) =1-D(x)
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Carl Friedrich Gauss (1777 1855) niemiecki matematyk i fizyk.
Jego badania zwigzane z teorig btedéw doprowadzily do odkrycia
rozktadu normalnego zmiennej losowej (nazywany takze rozktadem
Gaussa), ktory jest najwazniejszym rozktadem w teorii
prawdopodobienstwa.
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/a1/De-carlfriedrichgauss.ogg
http://pl.wikipedia.org/wiki/1777
http://pl.wikipedia.org/wiki/1855
http://pl.wikipedia.org/wiki/Niemcy
http://pl.wikipedia.org/wiki/Matematyka
http://pl.wikipedia.org/wiki/Fizyka
http://pl.wikipedia.org/wiki/Rozk%C5%82ad_normalny
http://pl.wikipedia.org/wiki/Zmienna_losowa
http://pl.wikipedia.org/wiki/Rozk%C5%82ad_normalny
http://pl.wikipedia.org/wiki/Rozk%C5%82ad_normalny
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Uwaga

Jesli X ma rozktad N(m, o) to zmienna losowa
Y = (X —m)/oma rozktad N(O, 1)

(takie przeksztatcenie nazywamy
standaryzacja).
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ROZKLAD ZMIENNEJ LOSOWEJ
n-WYMIAROWEJ.
CIAGI LOSOWE

(©,8,P)- ustalona przestrzen probabilistyczna.
X = (Xyq, Xy, ..., X)) - zmienna losowa

n - wymiarowa (wektor losowy, cigg losowy).

X:Q—R" (funkcja borelowska)
Py ZB(R”)—>[0, 1] - rozktad zmiennej losowej X.
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Dystrybuanta
F(X;, X )=P(X, <X, .. X, <X,)
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X nazywamy zmienng losowa skokowa jesli
jej zbi1or wartosci jest skonczony lub
przeliczalny.
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X nazywamy zmienng losowa ciagla jesli jej
dystrybuanta da si¢ przedstawi¢ w postaci
FO X = [ £ Uy oo, du,

dla pewne] nieujem_nej_ funkcji f zwanej
gestoscia.
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Uwaga.
1.W punktach cigglosci funkcji f zachodzi:
OWF (X, X))

OX{ ...O0X

=f(x, ... X))

n

2.Dla AcBR") mamy P (A)=[].[fu wx,)dx..dx,,
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Funkcja charakterystyczna zmiennej
losowej n - wymiarowej.
o) = plt,, . t,) = E[€™ )= E(p(itX, +..+1,X,))).
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Rozklady warunkowe.
Jesli P (Xy =X, s Xy =%45) >0 6 rozktad zmiennej

losowej skokowej (n - k) wymiarowej okreslonej wzorem:

P(X =X, w0 X, =X,)
P (X1 =X jr oo Xy =Xy [ Xy =Xy, o X =Xg) = 1 j

nazywamy rozkladem warunkowym zmiennej losowe;]
(Xias v X4) pod warunkiem, (X, = Xpjr v Xy = ij).

(n - k) wymiarowej okreslonej wzorem:

f(Xy o X,

f(X %)
nazywamy rozkladem warunkowym zmiennej losowe;]
(XM, Xn) pod warunkiem, ze (X, =X, oo X =X).

f (X1 Xo | X, v Xy ) =

LT IANY
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Niezalezno$¢ zmiennych losowych.
Zmienne losowe X3, Xy, ..., X, sg niezalezne jesli

F(x, - X,)=F(X) F(X)..-F,(X,)
dla dowolnych Xy, Xy, ..., Xn € R".
gdzie F; - dystrybuanty rozktadéw brzegowych jednowymiarowych.

Dla zmiennych losowych skokowych odpowiedni warunek ma
postac:

P(X, = Xpjr oo X, :xnj) =P, (X, :xlj)-...- P (X, = xnj)

n
dla dowolnych Xij: - Xy €R
Dla zmiennych losowych cigglych odpowiedni warunek ma postac:

f(xl’ e Xn) - fl(Xl)' fZ(XZ)"" 1:n (Xn)
dla dowolnych Xy, Xy, ..., X, € R".
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Parametry (mogg nie 1stniec )
Warto$¢ oczekiwana E(X) =[EX,, EX,, ... EX,].

Wariancja  D*(X) =|D?X,, D?X,, ..,D?X,].
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Moment (zwyczajny) rzedu 1, + 1, + ...+ |,

.. = E(XpXE.xl)

1,0

Moment centralny rzedu 1, + L, + ..+ |,

p o, =Ex, -, P, -, ) ),
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Macierz kowariancji K = [kj], gdzie

k; =cov(X,, X ) = E[(X, —EX, X, —EX, )| =
E(X X, )-E(xE(x,)

Uwaga ki = DX, jest wariancja i - tej
sktadowe;.
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Macierz K jest kwadratowa, symetryczna i
stabo dodatnio okreslona ( w szczegolnosci ma
wyznacznik nieujemny).
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Macierz korelacji R = [pj], gdzie

~ cov(X;, X))
1~ DX, DX
Uwaga
pii = 1,

Vi, -1<p,<1
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Rozklad normalny n - wymiarowy.

K - macierz kowariancyjna, niech detK = 0.
Zmienna losowa n - wymiarowa ma rozktad
normalny n - wymiarowy gdy gestosc¢ tej

zmiennej losowe] wyraza si¢ wzorem:

_ R CRPRNEE S _
f(X) = f (X, Xy X,) —Wexp(—ajzkllljk(xj —m;)(X, —mk))_
Y

- on)" exp[—%(x —m)" L(x —m))

gdzie

m=E(X,)dla1=1,2,..,n

L=1[li] j,k=1,2,..,n jest macierza
odwrotng do K.

Dla n = 2 warunek |K| # 0 jest rownowazny

warunkowi p® # 1.

57



Poniewaz macierz K ma wtedy postac

K:{ oy pglgz} to

PO10; o,
1 { o —,00'10'2}
2 2 2 2
o,0,(1-p")| - po,0, 0,

Zatem gestos¢ rozkladu normalnego 2-
wymiarowego N(my, m,, o1, 63, p) mozna
zapisa¢ nastepujaco:

1 exp — 1 (X_ml)z_ (X_ml)(y_mz)+(y_m2)2
2710, 0,/1- p° p{ 2(1_/72)[ 2,0 }

f (X’ y) B 62 0,0 62
Powyzsza funkcja gestoscit ma stalg wartos¢

f(X, y) = h naelipsie:

(X_Tl)2 _zp(x—m1Xy—m2)+(y—T2)2
0, 0,0, O,

— const = A

o srodku w punkcie (my, my).

gdzie A= —2(1—,02)In(h27z01 o,+1- p° )

Dla p # 0 osie gtldwne majg réwnania:

58



2p0,0,

y—-m, = (X_ml)

2 2 2 2 \2 2 2 2

Dla p = 0 osie rozpatrywanej elipsy s3

rownolegte do osi uktadu wspotrzednych.

Zauwazmy, ze gdy p° — 1 to jedna 0§ sic
wydtuza, a druga skraca, zaleznos¢ migdzy

zmiennymi staje si¢ scisle liniowa.

Osie powyzszej elipsy tworzg z osig OX katy
ol o+ 7/2 gdzie

20,0,

2 2
o, —0,

tg2a =
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Funkcja charakterystyczna:
o(t) = exp(imTt —%tT Ktj
gdyn=2to

o(t,t,) = exp(i(tlml +t,m, )— % (622 + 2p0,0,tt, + o2t )j

Twierdzenie.
Dowolny rozktad brzegowy normalnego
rozkladu n-wymiarowego jest  rozkladem

normalnym.
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Twierdzenie.
Jesli  sktadowe  normalnego  rozkiladu
n-wymiarowego sg parami nieskorelowane to

sg niezalezne.
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Zbieznos¢ ciagow losowych

Zbieznos¢ ciagu zmiennych losowych z
prawdopodobienstwem 1 (prawie napewno)
Ciagg zmiennych losowych (X)) jest zbiezny do
zmienne] losowe] X z prawdopodobienstwem
1 jesh

Plio: lim X, () = X (@) f|=1

Sredniokwadratowa zbieznos¢ ciagu
Zmiennych losowych

Cigg zmiennych losowych (X,) Jest
sredniokwadratowo zbiezny do zmiennej
losowej X jesh

imE(X, - X[ )=0

N—0

Rozpatrujac ten rodzaj zbieznosci zaktadamy,
ze dla wystepujacych tu zmiennych losowych
(X,), X istnieje skonczony moment rzedu 2.

Niekiedy stosuje si¢ zapis lim. X, =X (skrot
od ,,limit in mean™).
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Stochastyczna zbieznos¢ ciagu zmiennych
losowych
Cigg zmiennych losowych (X,) Jest
stochastycznie (wg prawdopodobienstwa)
zbiezny do zmiennej losowe) X jeslh

A limP(X, - X|<&)=1

&0 n—oow

lub rownowaznie
A limP(X, - X|>¢&)=0

&>0 N—>00
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Zbieznos¢ ciggu zmiennych losowych wg
dystrybuant (wg rozkladu)

Ciagg zmiennych losowych (X)) jest zbiezny do
zmienne] losowe] X wg dystrybuant jesh ciag
ich dystrybuant F, jest =zbiezny do
dystrybuanty F w kazdym punkcie jej ciggtosci
(F jest dystrybuantg zmiennej losowej X).

Zaleznosci miedzy zbieznoSciami.

ZBIEZNOSC Z ZBIEZNOSC
PRAWDOPODOBIENSTWEM 1 SREDNIOKWADRATOWA

@ ZBIEZNOSC 0

STOCHASTYCZNA

4— zbiezno$¢ do stalej
(tzn. gdy granica ma rozktad

jednopunktowy)

ZBIEZNOSC WG
DYSTRYBUANT
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Przyklad.

Rozpatrzmy cigg zmiennych losowych
skokowych okreslonych na przedziale [0, 1)
W nastgpujacy sposob

1 gdy Q)EFK—HJ
n n
an(of)):<
0 qgdy oe<]0, l)—{E;wj
k n" n
1 1
P(an:]'):_' P(an:O):l__
n: N
C139 Xo1, Xoz, X12, Xoz, X13, X23, ... jest

zbiezny stochastycznie do zera bo

A limP(X,[2 ¢)=lim =~ =0

O<e<l Nn—o0 n—o N

Natomiast cigg ten nie jest zbiezny w zadnym
punkcie przedziale [0, 1) bowiem dla kazdego
ustalonego punktu otrzymujemy rozbiezny
ciag zer 1 jedynek (zera I jedynki wystepuja na

dowolnie dalekich miejscach).
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Przyklad.
Cigg zmiennych losowych X, ciaglych o
rozkladach jednostajnych  na przedziatach
(0, 1/n)  jest zbiezny do  rozkiadu
jednopunktowego X (P(X =0)=1) wg
dystrybuant.
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Uwaga.

Punktowa granica ciggu dystrybuant nie musi
by¢ dystrybuanta.

Jesli  cigg funkcji  charakterystycznych
odpowiadajacych rozpatrywanemu ci1ggowi
dystrybuant jest punktowo zbiezny do funkcji
ciaglte] to granica tych dystrybuant jest
dystrybuanta.
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Przyktad
Granica dystrybuant

0 X<-—n
n+X
F(X)=y—— —-n<x<n
2N
1 X >N
Nie jest dystrybuanta.

limF (x)=1/2 xeR

Nn—o0
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Ciagi zmiennych losowych

(©,S,P) - ustalona przestrzen probabilistyczna.

N={0,1,2,....}.
Def.
Dla kazdego n € N okreslamy zmienng losowg
X, ' Q>R
Otrzymany ciag (X,) = Xo, X1, Xy, ...nazywamy ciaggiem
losowym.
Zbioér wartosci tych zmiennych losowych nazywamy zbiorem
stanow.
Dla ustalonego w € Q otrzymujemy ciag liczbowy (X,())

zwany realizacja lub trajektorig ciggu losowego.
Realizacje nie maja charakteru losowego
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Przyktad

X — zmienna losowa o rozktadzie zerojedynkowym
Okreslamy

X gdy n parzyste
— X gdy n nieparzyste
Jakie realizacje ma ten ciag losowy?

n
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Momenty ciggu losowego

Zmienne losowe tworzace ciag losowy (X,) mozna
charakteryzowa¢ za pomoca ciggow charakterystyk (o ile
Istnieja).

Moment (zwyczajny) rzedu 1y + I, + ...+ g
M, = E(XEXE.XE)

Przypadek szczegolny — cigg wartosci oczekiwanych.

1, ...l

Moment centralny rzedu 1, + 1, + ..+ |

Il S
., = E((an - Exnl) "'(an - Exns)l )’
Przypadek szczegolny — ciag wariancji, ciag kowariancji
(autokowariancji).
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Przyktad
Wyznaczy¢ E(X,), cov(Xn, Xm), D? (X,), dla ciagu losowego X, = An+B,

gdzie A, B to zmienne losowe o parametrach: EA = 0; EB = 0, D°A =2, D°B = 2,
p=0,5.

L.Kowalski 02.03.2022
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