L. Kowalski - Estymacja

ESTYMACJA PUNKTOWA | PRZEDZIALOWA

ROZKLADY PODSTAWOWYCH STATYSTYK

X — zmienna losowa — odpowiednik badanej cechy,

(X1, X, ...,%) — préba losowa (zmienna losowa n wymiaroXa; niezalene zmienne losowe o takim
samym rozkiadzie jaK). J&li x; jest wart@cia zmiennejX; (i = 1, 2, ...n) to ciag (Xg, X, ..., Xn) NAZywamy
realizacy proby (g to dane statystyczne).

Statystykato (praktycznie) dowolna funkcja od préby

Y = gXy, X oeey %)
Statystyka przeksztatca informagawarg w prébie czynic prostszym wnioskowanie o rozktadzie cechy w
populacji.
Statystyka jako funkcja od zmiennej losowej jestamienry losowg i mozemy moOwe o jej rozktadzie.
Statystyki podstawowe:

X=X, :EZH“ X, srednia z préby
n i=1
13 - \2 L ,
=== (X -X wariancja z proby
=13 (x -%,)
S=§, = EAN (xi -X. )2 odchylenie standardowe z préby
ni=
_S ] o
V= X wspotczynnik zmienriei
§2=§2= 11i(xi -X.f wariancja z préby nieobcizona
n-153
S®=g%= Ezn:(xi - m)2 wariancja z proby dla danej waito oczekiwanejn.
i=1
Uwaga
- n n-1:-
&=« =12

zatem dla diychn Snz = Snz

Rozktady niektérych statystyk:
Jeli cechaX ma rozktad\(m, 0), to:

a) statystykaX, ma rozktad N( m, ij ,

Jn

b) statystyka% r'n—1 ma rozktad Studentare— 1 stopniami swobody,

n
2

) statystykan—2 ma rozktad chi kwadratz stopniami swobody,
g

nS’

d) statystyka—;- ma rozktad chi kwadratz— 1 stopniami swobody,
o
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Jeili cechaX ma rozktad\(my, o;) a cecha ma rozktad\N(m,, o), (proby niezalene odpowiedniany i n,
elementowe) to:

< _v g .9
e) statystykaX, =Y, marozktadN| m —m,, [—+—= |,

’ nl n2
o2
Si, (X)
0.2

f) statystyka— L ma rozktadF

SS (Y

N,

a;

n-1,n,-1°

Uwaga

a) Statystyki X, i S oraz statystykiX, i S* s3 zmiennymi losowymi niezakymi,

b) Ciag srednich z préby jest zhiay (wg prawdopodobiestwa) do wartéci oczekiwanej m rozpatrywanej
cechy (zaktadamy,e EX=m istnieje),

c) Ciag wariancji z proby jest zhtey (wg prawdopodobiestwa) do wariancjic® rozpatrywanej cechy
(zaktadamyze D’X = & > 0 istnieje),

d) Gdy spelnione g zalazenia punktu b) i c¢) to sérednia ma dla diych
n w przyblizeniu rozkitad N(m,%). W szczegéingi srednia liczba sukcesow dla rozkiadu
n
dwumianowego ma w przykkniu rozk}adN( p, Mj .
n

ESTYMACJA PUNKTOWA

Niech 8- nieznany parametr rozkladu cecky

Wartas¢ parametrid bedziemy estymowa(przybliza¢) na podstawi@ elementowej proby, w nagtujacy
sposob:

— wybieramy statystykU, o rozktadzie zalenym od &

— obliczamy na podstawie proby jej wastai,

— przyjmujemy,ze  @=u,

Statystyk U, nazywamyestymatoremparametrug.

Klasyfikacja estymatorow
Estymatory, jest:

— zgodnyjesli U, OTT - 4 wg prawdopodobigstwa
— nieobciazony jesli EU,) =6
— asymptotycznie nieobcizony jesli IImEU,) =68

— najefektywniejszy gdy jest nieobgzony [ ma najmniejsg  wariancg
w klasie nieobgjzonych estymatoréw tego parametru,

— asymptotycznie najefektywniejszy gdy jest nieobeizony lub asymptotycznie nieole¢bny i jego
wariancja dzy do wariancji estymatora najefektywniejszego.

Uwaga
a) w praktyce zgodnit estymatora sprawdzaegia podstawie praw wielkich liczb lub korzysta sifaktu,
ze estymator nieobgiony (asymptotycznie nieokyziony), ktérego wariancja ady do zera (tzn.

lim D?U,, =0) jest estymatorem zgodnym.

n- oo
b) w praktyce efektywné& estymatora badaesha podstawie nierowloi Rao-Cramera:
Dla (praktycznie kadego) estymatora nieoleonegoU, prawdziwa jest nierowrsé
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D2Un > S 1 dla zmiennej losowej skokowej

z[ in p.(e)jzpi(e)

D2Up, > 1 dla zmiennej losowe;] gitej

j [In f(xé’)j2 f(x,8 Yx

Przy czym dla estymatora najefektywniejszego zarhmavnai¢ (jesli istnieje estymator najefektywniejszy
to prawe strony powsgzych nieréwnéci 3 rowne jego wariancji).

Przyktad
NiechX —N(m; g). Przyjmijmy,ze estymatorem parametmujest )Tn.
Sprawdzimy wiasngei tego estymatora.

Rozwigzanie:

( ) ( ZX j——ZE(X )——Zm:%nm:m
: : “
zatem jest to estymator nieopiny.

2w \_n2(1 0 _1n 0 _1n
D2(X.]=D225 X: |=—=— S D2(X: )= =~ Yo
( n) [n |§ ! J n2 |§| ( ! ) n2 |§l

2_o

n

2

1
—5no
lim D2( ) I|ma—2—0

n- oo n-o N
zatem jest to (p. uwaga) estymator zgodny.

Wyznaczmy praw strore nieréwndgci Rao-Cramera:
1 1 1 _o?

ni(a‘?nlnf(x,m)j f (x, m)dx ;I(x—m)zf(x,m)dx Un402 :

zatem jest to estymator najefektywniejszy.

Przyktad
NiechX — N(m; o). Obliczymy E(S?), E(8?).

Rozwigzanie:
E(Sﬁ):E(J nsnj (EJ——(n i)
n n |\

nS’

bo statystyka— - ma rozktad chi kwadratiz— 1 stopniami swobody, oraz wastcoczekiwana zmiennej
(o)

losowej o rozktadzie chi kwadrat jest réwna licziiepni swobody.

eld)-g s )= els) = o= o

n-1 n-1 n

Powyzsze wzory g rowniez prawdziwe dla dowolnej cechysjetylko istnieje jej warté¢ oczekiwana
EX = mi wariancjaD’X = ¢ > 0.
Bowiem korzystajc z wiasnéci E(X) = DX + (EXF = ¢ + m”* mamy:
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s)=e 2 nxi - (xS = e EE ) =
=13l e m)-LpA(E x )+ X))
=g?+m’ —n—lz(zaz +(Zm)2):

1 o’
=g’ +m’ ——2(n02 +n2m2):—(n—1)
n n

Whniosek
Sn2 jest estymatorem asymptotycznie niegbainym parametrw? bowiem:

lim E(Sﬁ) =lim " 1o? = 52

n- o n- o n

é,f jest estymatorem nieolagbnym parametrr.

Estymatory parametrow rozktadi{m, o).

Parametr Estymator Wias§oy estymatora
m X Zgodny. Nieobcjzony.
n Najefektywniejszy.
Sf Zgodny. Asymptot. nieobgiony.
Asymptot. najefektywniejszy.
e éz Zgodny. Nieobgjzony.
n Asymptot. najefektywniejszy.
g02 Zgodny. Nieobcizony.
n Najefektywniejszy.
- 0 Zgodne. Asymptot. nieobgione.
g S S S Asymptot. najefektywniejsze.

Estymatory innych parametrow.

Parametr Estymator Wias§w estymatora
Wartcs¢ oczekiwana va . .
(rozkiad dowolny) X, Zgodny. Nieobgjzony.
. 2 Zgodny. Nieobcjzony.
A (rozktad Poissona) X, Najefektywniejszy.
p (rozktad WW: Zgodny. Nieobcjzony.

n

zerojedynkow
jedy Y) = $rednia liczba sukceséw

Najefektywniejszy.

o Sf Zgodny.
Wariancja Asymptot. nieobgizony.
(rozktad dowolny) é,f Zgodny. Nieobgjzony.

Wyznaczanie estymatoréw metogl momentow

Nieznane momenty teoretyczne ce¢hgzacujemy przez momenty empiryczne tego samegloi.rz
Dla uproszczenia rozpatrujemy tylko momenty zwykie.

Momenty teoretyczne:

m, = E(X*) —moment rzdu k zmiennej losowef (m, = EX).

m, = E(X*Y') —moment rzduk, | zmiennej losowejX, Y).
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Momenty empiryczne:

M, =£ink —moment rzduk cechyX (M; = X.).
n

M, = lz x‘ [y’ —moment rgduk, | jednoczénie badanych cect( Y).
n
Zatem przyjmujemyze: my /My oraz my My

Parametry bdace funkcjami momentow teoretycznych szacugegpsiez wartéci tych funkcji obliczone dla
momentow empirycznych.

Estymatory uzyskang metod nie maj zwykle dobrych wiasri@i (najczsciej mata efektywngs).

Przyktad
Dla rozktadu wyktadniczego z parametrammamy warté¢ oczekiwag rown EX=my, = 1/a. Poniewa

przyjmujemymy //M; to
1/a O X

=

zatem estymatorem paramedrjest

n? "

X,
Przyktad
Dla zmiennej losowej dwuwymiarowej wspoétczynnik &larcji mzemy wyrazé za pomog momentow

— CouX,Y) — m, —my [my,
DX DY \/FT'IZO—me E{/moz_”ﬁl

zatem jego estymatorem teoby¢:

par = M11-MyoMgy  _
2 2
\/MZO_M10Q/M02_M01

1 1 1 o
EZXi 0 -ﬁzxi %Zyi :ﬁzxi Oy = XY
2 2 Sy By
1.2 (1 1.2 (1 X
\/nzxi _[ﬁlej q/nZYi -[ﬁZyi}

Wyznaczanie estymatoréw metosl najwiekszej wiarygodnasci (MNW)
Dla uproszczenia rozpatrujemy przypadek gdy niegiest tylko jeden parametr rozktadu.
a) wyznaczamy funkej wiarygodndci

L(G; %, %,,.... %) = I_J p@; x) dla zmiennej losowej skokowej

L(G; Xy, Xy vy X)) = ” f(G;%) dla zmiennej losowej gijtej
b) wyznaczamy logarytm funkcji wiarygodséw, 1(8) =1(8; X, X,,...,X,) = In L(8; X, %, ..., X,)
c) wyznaczamyé@dla ktérego funkcjd (6) ma maksimum (w tym celu obliczamy pochadankcji 1(6),
wyznaczamy miejsce zerowe pochodnej i sprawdzamyvaym punkcie druga pochodna jest ujemna),
d) przyjmujemy,ze wyznaczony w ten sposob wzér épest poszukiwanym estymatorem.
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Uwaga

a) Estymatory uzyskaneatmetod s3 zwykle co najmniej zgodne, asymptotycznie nieglmme i
asymptotycznie najefektywniejsze.

b) Estymator NW dla rénowartgciowej funkcji parametrow jestgtfunkcja od estymatorow NW tych
parametrow. Np. estymator NW odchylenia standargowjest pierwiastkiem z estymatora NW dla
wariancji.

Przyktad
Wyznaczymy MNW estymator paramettuozktadu Poissona.
Funkcja wiarygodnsxi:

NI

L(A)=—e"..—e" =
X! X! XX !

1(A) =InLA) =(x, +..+x,)InA=nA =In(x/..x,!)

I'(A)=(x,+..+x,)/A-n

Wyznaczamy punkt krytyczny

') =0 < (x+.+x)/A-n=0 < A=(x+.+x)/n=x
sprawdzamy istnienie maksimum
I"(A) = =(x, +..+ %)/ 2 <0

Zatem estymatorem paramekijestsrednia z proby.

PRZEDZIALY UFNO SCI

Niech - nieznany parametr rozkladu ceclly a bedzie liczly z przedziatu (0, 1).
Jeili istnieja statystyki,U i Un; U < Un;ktdrych rozktad zaley od foraz

PU, <8< Uy)=1-a

n

to przedziat Iosow;<Qn ; Un> nazywamyprzedziatem ufnaici dla parametrd, napoziomie ufndci 1- a.

Jeli na podstawie proby obliczymy waé@ U_ i Uy statystykU | i Uy to otrzymamy liczbowy
przedziat ufnéci.

Przyktad
Trwalos¢ zarowek z pewnej partii jest zmieplosowy X o rozktadzie normalnyri(m, 100 h). Z partii tej
pobrano prob 16 zarowek i otrzymano

X = 2670 h. Oszacujemyednp trwatos¢ zaréwek z tej partii przedziatem uféw, na poziomie ufnici 1 -
a = 0,95. Znajdziemy wzgtiny bhd tego oszacowania.

Rozwigzanie

Zastosujemy przedziat uféd nr 1 (patrz zestawienie):

oUg . &, OUg
Jn Vn
potowa dtugéci przedziatu ufnéci wynosi
A= ou, _ 1000196
= T T

zatem szukanym przedziatem u§objest przedziat
<2670-49; 2670 + 49> =< 2621 ; 2719 >.

<X - >. Mamy D(u,,) =1—%= 0,975, sid Uy =196, wicc bhd (bezwzgtdny), czyli

= 49h,
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Btad wzgkdny 6=—e=4_ 49 - 1,8%.

adwzgkdny & = X T 26
Odp: Oszacowaniedredniej trwatdci zaréwek, na poziomie ufdoi 0,95 jest przedziat < 2621 ; 2769 >.
Btad wzgkdny tego oszacowania wynosi 1,8%.

Przyktad

Dokonano 5 pomiardwrednicy watka i otrzymano: 20,15; 20,20; 20,2528020,15. Na poziomie ufgoi
1- a=0,95 oszacowarzeczywisy srednie watka. Jak dia powinna by liczba pomiaréw aby bé
bezwzgédny oszacowania byt mniejszyzr®,03.

Zwykle przyjmuje s, ze wynik pomiaru jest zmiemariosowg X o rozkladzie normalnym. Zastosujemywi
przedziat ufnéci nr 2 (patrz zestawienie).

Srednia X wartas¢ pomiaru wynosi 20,19 a odchylenie standardewe),037.
Z tablicy rozktadu Studenta dla 4 stopni swobodyzytLjemyuy = 2,776,

Po podstawieniu do wzoru otrzymujemy
<20,19-2,7760,037/2; 20,19 + 2,778,037/2> =
=<20,19- 0,051, 20,19 + 0,051> = <20,14; 20,24>.

Aby uzyska& odpowiedni bdd bezwzgtdny musi by spetniona nieréwric

SUs_ _ g3 czyli 00371277€ _ 1. Styd n= 13,
n-1 n-1

Interpretacja poziomu ufoi 1- a.

Na ogo6t dla rénych prob otrzymuje girézne liczbowe przedziaty ufsoi, lecz naley oczekiwé, ze okoto
(1- a)100% z nich bdzie zawieré rzeczywiss wartag¢ parametri.

Np. dla 1- a = 0,99 oczekujemyze przeagtnie w tylko jednej probie na sto otrzymany liczlyoprzedziat
ufnasci nie kedzie zawieral parametr@

i > o
|
|
-

6! 2 L 4
p5—i— L 2 L 4
r |
IS .
b 3 4+ e *

|
 —— = S
|

1+ L L 2

|
|
0
Uwaga

a) Z powyzszej interpretacji wynikaze poziom ufnéci nie mae by zbyt niski. Jéli natomiast
zwickszamy nadmiernie waré poziomu ufnéci to rasnie diugs¢ przedziatu ufnéci | spada
jakos¢ oszacowania parametru {nie bhd bezwzgédny i bhd wzgkdny — wynika to z
ponizszego zestawienia przedziatow woip. Dlatego przyjmuje gj ze najbardziej odpowiednie
wartasci poziomu ufnéci mieszcg si¢ w granicach 0,9 — 0,99.

b) Jeili chcemy poprawd jakos¢ oszacowania nieznanego parametru przedziatensaiftoonaley
zwickszye liczebna¢ proby.
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Przyktad
Badana cecha ma rozkiad(m, 2). Srednia z préby 10 elementowej wynosi 25. Wyznaczymy
przedzialy ufnéci dla wartdci oczekiwanej dla rmnych pozioméw ufngci. Sprawdzimy jak

zmienia s¢ bfad wzgkdny przy rozpatrywanych poziomach ufnob Stosujemy przedziat ufdoi nr
1 (patrz zestawienie).

l-a | 1-al2 Uy lewy — koniec prawy — konieq  d4d wzgkdny
0,5 0,75 0,674 24,57 25,43 1,71%
0,6 0,8 0,842 24,47 25,53 2,13%
0,7 0,85 1,036 24,34 25,66 2,62%
0,8 0,9 1,282 24,19 25,81 3,24%
0,9 0,95 1,645 23,96 26,04 4,16%

0,92 0,96 1,751 23,89 26,11 4,43%

0,94 0,97 1,881 23,81 26,19 4,76%

0,95 0,975 1,960 23,76 26,24 4,96%

0,97 0,985 2,170 23,63 26,37 5,49%

0,99 0,995 2,576 23,37 26,63 6,52%

0,999 0,9995 3,290 22,92 27,08 8,32%
0,9995 | 0,9997§ 3,481 22,80 27,20 8,81%
0,9999 | 0,99995 3,891 22,54 27,46 9,84%

btad wzgledny

jako funkcja poziomu ufnosci

20,00%

)
< 0
3. 15,00% i
N 10,00% ,.‘
; w’
T 5,00% et "
:g | 0 o ¢ * ¢
0,00% S
0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 11

poziom ufnosci

Zatem b4d wzgkdny rasnie wraz ze wzrostem poziomu ufico
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Przyktad

Zapytano 1000 wylosowanych dorostych oséb czy papievprowadzenie kargmierci. Széc¢set
0s6b odpowiedziato twierdzo. Na poziomie ufriei 0,95 oszacowa odsetek wszystkich
dorostych oséb popierggych wprowadzenie karymierci. Zaktadajc, ze rozpatrywane probyas
reprezentatywne rozwiemy powysze zadanie dla prob ozrgch liczebnéciach. W kadym
przypadku obliczymy lald wzgkdny. Stosujemy przedziat ufé@ nr 8 (patrz zestawienie).

n k 1-a 1-al2 Uy w

1000 600 0,95 0,975 1,95996 0,6
n lewy koniec| prawy koniec bt.wzgl.

100 0,5040 0,6960| 16,00%

500 0,5571 0,6429 7,16%

1000 | 0,5696 0,6304 5,06%

1500 | 0,5752 0,6248 4,13%

2000 | 0,5785] 0,6215| 3,58%

2500 | 0,5808 0,6192 3,20%

3000 | 0,5825] 0,6175| 2,92%

3500 | 0,5838 0,6162 2,71%

4000 | 0,5848 0,6152 2,53%

Zatem byd wzgkdny zmniejsza giwraz ze wzrostem liczebém préby.

btad wzgledny jako funkcja liczebnosci

18
16
14
12
10

btad wzgledny

o N MO

,00%
,00 %
,00%
,00%
,00%
,00 %
,00 %
,00%
,00%
,00 %

proby
-
-
-
-
-
-
B 3
DS
*e
”‘99000
-

00000000000000000000
; 1

1000 2000 3000 4000
liczebnos¢ préoby

Zestawienie &miu najwaniejszych przedziatéw ufsoi.
Poziom ufnéci = 1- a

(typowe wartéci 1- a: 0,9; 0,95; 0,99).

9
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L Paramet Rozkiad cech Przedziat ufri Wyznaczanie Blad
.p. arametr ozktad cechy rzedziat ufrio liczby u, Wzgledny 3
Wartas¢ oczekiwang NormalnyN(m,o), <X %Y .3 (oY _,_Q o U,
; ey =1-—
1 m o — jest znane Jn N (Ua) 2 x/n
Wartai¢ oczekiwans NormalnyN(m,o), <X - SYs . . SU PIT. . bu )= Su,
2 m o — nie jest znane Jn-1 Jn-1 (T2 Ug) =0 Xvn-1
Wartas¢ oczekiwanz Dowolny <X - SUg . X + SUg _q_0 Sug
3 m Liczna préban > 120 Jn' Jn Plua) =1 2 X+/n
ns? ns2 P(Y,.. 2u;) =%
4 Wariancjad® NormalnyN(m,o), < ; > » —
u U P(Y,.. 2u,) =1—§
a
. nSZ nSZ P(Ynfl 2 ul) =5
5 Odghy(ljenle NormalnyN(m,o), < ; > 2 a
standardower \} u, '\ u, P(V12U,) =1=2
Odchylenie NormalnyN(m,0), liczna u,S . UgS 4 Ug
6 ; ) <S-—2—:S+ > du.)=1-=
standardower préban > 120 J2n J2n (Ua) 2 v/2n
L NormalnyN(m,o), <(S- UyS o, S+ U S 2> =1-2 —
7 Wariancjac® liczna proban > 120 ( \/%) i ( \/%) d(u,) =1 >
Prawdonodobist Rozktad zerojedynkowy | <w -y, [WEW) \y 4y [WE=W) u, W@a-w)
rawdopodobigstwg —1\ = —O)=1— n n o | E——
8 sukcesup AX=)=p AX=0=1-p w - wskaznik struktury P(Uy) =1 2 W n

liczna préban > 100

w probie =ér. liczba sukcesow
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@ —dystrybuanta rozkladu normalnety¢0,1)
To-1 — zmienna losowa o rozktadzie Studenta-—z1 stopniami swobody

Yo-1 —zmienna losowa o rozktadzie chi kwadrgt ) zn— 1 stopniami

swobody.
Zauwamy, ze powysze przedzialy ufrici spetniag warunek

PU, <0< Un)=1-a

Np. przedziat nr 1:

_  ou — ou X-m
Pl X ——&<ms<X +—= |=P|-u, < <u, |=
[ Jn \/ﬁ] e T

n
=20(u,)-1=21-a/2)-1=1-a
przedziat nr 2:
Su ~ Su X -m
Pl X ——ZF==smsX +—= Pl-u, < <u, |=
{ Jn-1 Vn—lj S
vn-1
X -m
=1-P |55 >u, | =1 P(T|>u,)=1-a
Jn-1

przedziat nr 4:

Uwaga

Niekiedy przyjmuje g, ze:

— Wozgledny bhd oszacowani@< 5% jest dobry tzn. niski.

— Wzgledny bhd oszacowania 5% &< 10% jest zadawalagy.
— Wozgledny bkd oszacowani@> 10% jest niezadawalgy.

11
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ZADANIA

Zadanie 1
Zmienna losowa ma rozktad\(1; 3). Obliczy:
a) P(0,5<X<1,5)

b) P(0,5 <X, <1,5)
Otrzymane wyniki zinterpretowana wykresie gstasci.

Zadanie 2
Zmienna losowa ma rozktadN(m; 4). Obliczy¢:

a) P(S; > 20),
b) P(S; < 10),
0) P(§ > 10),
d) P(S;, > 20),
e) P(S;, < 16),
f) P(S, >4),

Zadanie 3
Zmienna losow& ma rozktad\(- 1; g). Wiadomo ze Szé =16.

Obliczyé: P( X, > 1)

Zadanie 4

Wielkos¢ dobowego zbytu pewnego wyrobu firmy A ma (na paa

wieloletnich obserwacji) w przyldeniu rozktad normalny o warla sredniej

500 szt. i odchyleniu standardowym 100 szt. Rent$wprodukcji jest

zapewniona gdy dobowy zbyt wynosi co najmniej 4210 s

a) Jakie jest prawdopodoliistwo,ze dobowa produkcja firmy jest rentowna?

b) Jakie jest prawdopodolsistwo, ze tygodniowa produkcjasfednia z 5 dni)
firmy jest rentowna?

Zadanie 5
Zaktadamyze X — N(100,5), Y — N(102, 4) g niezalene. ObliczP(X ,; <Y,,)

Zadanie 6
Badana cechA ma rozktad Poissona. Sprawilzie srednia z proby jest
estymatorem zgodnym, nieobzonym i najefektywniejszym parametku

12



L. Kowalski - Estymacja

Zadanie 7

Badana cechX ma rozktad zerojedynkowy. Sprawélzie srednia liczba
sukcesow jest estymatorem zgodnym, niepiaeiym i najefektywniejszym
parametrip.

Zadanie 8
Badana cech® ma rozktad dwumianowy.

N
P(X =k)=(kjpqu_k N - dane.

Sprawdzt, ze statystykaX jest estymatorem zgodnym, nieadztinym
N

i najefektywniejszym parametru p.

Zadanie 9
Badana cech® ma rozktad\N(m, 0). Zakladamyze ojest znaneMetody
najwickszej wiarygodnéci wyznaczy estymator parametm.

Zadanie 10
Badana cech® ma rozktad\N(m, g). Zakladamyze m jest znaneMetods
najwickszej wiarygodnéci wyznaczy estymator parametrer.

Zadanie 11
Badana cech® ma rozktad dwumianowy.

N
P(X =k)=(kjpqu_k N - dane.

Metody najwiekszej wiarygodnéci wyznaczy estymator parametru p.

Zadanie 12
Badana cech® ma rozktad wyktadniczy.
ae®™ dlax>0
f(x) = @>0)
0 dla x<0

Metods najwickszej wiarygodnéci wyznaczy estymator parametra

Zadanie 13

Badano maksymadnpredkos¢ pewnego typu samochodéw osobowych (cecha
X populacji). W 225 pomiarach tejgaikosci otrzymanoXx = 195,8 km/hi s= 12,5
km/h.

Na poziomie ufnéci 0,99 oszacuj przedziatem ufiwbsrednp maksymalg
predkos¢ samochoddw tego typu i obliczabtwzgkdny tego oszacowania.
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Zadanie 14

Z populacji dorostych Polakéw wybrano pedizzaca 1200 osob, z ktorych 400
oswiadczyto,ze w wyborach kdzie glosowa na pewy partk.

Oszacuj przedziatem uféda wskanik struktury dorostych Polakow mgjych
zamiar gtosowéana t parte, przyjmupc poziom ufnéci 0,98. Oblicz wzgidny
btad tego oszacowania. Wyznatabyd = 5%.

Zadanie 15

Wynagrodzenie miestzne pracownikbw pewnego przegsorstwa jest
zmienry losows X o rozktadzie normalnyniN(m, 300 zi). llu pracownikow
naleey wylosowa do proby , aby oszacowasérednie wynagrodzenie
mpracownikbw tego przeddiiorstwa przedziatem ufdoi o bkdzie
wynoszcym 100zt na poziomie ufioi 0,95?

Zadanie 16

Odchylenie standardowe czasu biegu na 1000 m vbigréczcej 338
szeshastoletnich chtopcédw wynosito 4,2 s. Oszacijedzialem ufngci
odchylenie standardowe w catej populacji tych cbéwp, na poziomie ufrici
0,97. Zaktadamyze cech& — czas biegu na@00m ma rozktad normalny.

Zadanie 17

Badano miesiczne wydatki nadwiate X (setki zt) w gospodarstwach domowych
Krakowa.

Nazpodstawie danych dla wylosowanych 26 gospodarbtivzono,ze > x; = 78,

2% = 260.

Zakfadajc, ze badana cecha ma rozktad normalny oszacuj narpezigfnaci
0,99srednie wydatki nagviate w gospodarstwach domowych Krakowa. Podaj
interpretac poziomu ufnéci 0,99. Wyznacn abyd = 4%.

Zadanie 18

W losowo wybranej prébie 400 dorostych oséb, 16tbagato w LOTTO.

Przyjmupc poziom ufnéci 1-a = 0,94

a) oszacowda przedzialem ufni procent dorostych oséb nie greych w
LOTTO.

b) wyznaczy blagd wzgkdny tego oszacowania.

) jak liczna powinna by préba aby wzgdny bhd oszacowania wynosit 4% ?

Zadanie 19

W losowo wybranej probie 144 osob (w wieku 30-3), [86 0s6b czytato
,Polityke”. Przyjmupc poziom ufnéci 1-a = 0,96

a) oszacowa procent 0sob czytagych ,Polityke” wsrdd osdb 30-50 letnich.

b) wyznaczy btagd wzgkdny tego oszacowania.

c) jak liczna powinna by proba aby wzgldny bhd oszacowania wynosit 8% ?
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Zadanie 20

Badano miesiczne wydatki na prgsx (dziesatki zt) w gospodarstwach
domowych Gdaska. Na podstawie danych dla wylosowanych 26
gospodarstw obliczonage

Yx =78, D (% = x)? =225.
Zaktadajc, ze badana cecha ma rozktad normalny oszacuj nampezio

ufnaosci 0,95srednie wydatki na praswv gospodarstwach domowych
Gdanska.

Zadanie 21

W celu oszacowanigredniego czasu wykonania jednego detalu , z grupy

robotnikbw wykonujcych te detale pobrano probczaca 10 robotnikow

i otrzymanoze sredni czas wykonania detalu przez robotnikow ptépy

wynosi 5,6 h, za odchylenie standardowe 1,5 h. Zakladajze czas

wykonania detalu jest zmiegtosowg X o rozktadzie normalnym N{, o

) oszacuj przedziatem uféa:

a) sredni czagn wykonania detalu przez robotnikbéw z catej popula
poziomie ufndci 0,99 i oblicz kdd wzgkdny tego oszacowania,

b) odchylenie standardowes czasu wykonania detalu przez robotnikéw z
catej populacji, na poziomie uféd 0,9.

Zadanie 22

Badano miesgiczne dochod¥ (tysigce zt) w grupie pracownikow sektora
ubezpieczeniowego. W wylosowanej prébie 8 osobkarys dochody:

14,10, 6, 15, 3, 6, 17, 10
Zaktadajc, ze cecha jest zmiegrosowy X o rozktadzie normalnym g,
0) 0Szacuj przedziatem ufém:
a) sredni dochodm catej populacji, na poziomie ufém 0,98 i oblicz
btad wzgkdny tego oszacowania,
b) odchylenie standardowe&r dochodu catej populacji, na poziomie
ufnosci 0,98.

L.Kowalski11.05.2010
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