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ZADANIA - ZESTAW 3

Zadanie 3.1.
Narysowac¢ graf 1 wyznaczy¢ rozktad graniczny procesu Markowa o macierzy intensywnosci:
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Obliczy¢ graniczng warto$¢ oczekiwang 1 graniczng wariancje.
Odp. I1=[0,2; 0,6; 0,2]; m(0) = 1; my(0) = 1,4; D*(0) = 0,4.

Zadanie 3.1a.
Przyjmujac, ze proces ma stany 0, 1, 2, wyznaczy¢ macierz intensywnos$ci, narysowac graf
I wyznaczy¢ rozktad graniczny procesu Markowa o intensywnosciach:

a) M1=2;h02=1 Mo=1;2=1; hoo = 3; A21 = 2;
b) Mo=3;h2=1;h0=3; 001 =1; ho1 = 25 ho2 = 2;
C) Mo=1;01=3; ko1 =2; M2 =6; o= 1; M2 = 2;
d) Mo=4;h0=4 ko1 =2; M1 =4, hoo =35 M2 =1

Obliczy¢ graniczng warto$¢ oczekiwang i graniczng wariancj¢ tego procesu.

Odp. a) IT ~[0,33; 0,5; 0,17]; m(0) = 0,83; my(c0) = 1,17; D*(0) = 0,47.
Odp. b) IT = [0,43; 0,29; 0,29]; m(0) = 0,857; My(c0) = 1,43; D¥(o0) = 0,69.
Odp. ¢) IT ~[0,11; 0,48 0,41]; m(c0) ~ 1,296; my(x0) = 2,11; D*(o0) ~ 0,43.
Odp. d) IT = [0,44; 0,35; 0,21]; m(0) = 0,765; My(c0) = 1,185; D*(e0) ~ 0,599.

Zadanie 3.2.
Proces Markowa jest okreslony grafem

o] ] 2]

Wyznaczy¢ jego macierz intensywnosci 1 rownania Kolmogorowa.
Wyznaczy¢ wektor p(t) dla rozktadu poczatkowego (0, 1, 0).
Wyznaczy¢ rozklad graniczny.
Po jakim czasie po(t) osiagnie wartos¢ 0,257
Czy kiedykolwiek po(t) = p2(t)?
Oblicz m(t) i DA(t).
Odp. p(t) = [2/3(1-exp(-6t)); exp(-6t); 1/3(1-exp(-6t))]
I1=1[2/3; 0; 1/3]; m(t) = 1/3(2+exp(-6t))

Zadanie 3.2a.
Proces Markowa jest okreslony grafem i ma podany rozktad poczatkowy
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» 0] ] 2] p(0) = (0,5: 0,5; 0)

y 0] ] 2] p(0) = (0: 0,5: 0,5)

0 b¥\@:?ﬂ p(0) = (0,5; 0,5; 0)

T
o [0]€ ] >[2] p(0) = (0,5; 0; 0,5)
Wyznaczy¢ jego macierz intensywnos$ci 1 rownania Kolmogorowa.
Wyznaczy¢ wektor p(t).

Wyznaczy¢ rozklad graniczny.

Zadanie 3.3.
Przyjmujac, ze proces ma stany 0, 1, 2, 3; narysowaé graf i wyznaczy¢ rozktad graniczny
procesu Markowa o macierzy intensywnosci:
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Wypisa¢ réwnania Kotmogorowa tego procesu. Obliczy¢ graniczng warto$¢ oczekiwang
| graniczng wariancje.

Odp. IT=[5/37; 7/37; 8/37; 17/37] = [0,135; 0,189; 0,216; 0,459]
m(e0) = 2; Ma(o0) = 5,189; D*(c0) = 1,189,
Zadanie 3.3a.
Przyjmujac, ze proces ma stany 0, 1, 2, 3; narysowacé graf i wyznaczy¢ rozktad graniczny
procesu Markowa o macierzy intensywnosci:

-6 2 0 4 -6 0 2 4

(|0 -5 3 2 Dol 201

) 10 1 -6 5 )20 3 _6 3
1 0 2 -3 2 3 0 -5

4 2 2 0 10 1 0

0 -5 3 2 0 -1 0 1

A= A=

922 o _6 a4 DA 0 2 1
3 2 0 -5 '3 3 0 -6

Wypisa¢ réwnania Kotmogorowa tego procesu. Obliczy¢ graniczng warto$¢ oczekiwang
I graniczng wariancje.
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Odp. a) IT ~[0,097; 0,086; 0,237; 0,581]; m(0) = 2,3; My(0) = 6,258; D*(0) ~ 0,963.
Odp. b) IT =[0,174; 0,496; 0,058; 0,273]; m(x) = 1,43; my(w) ~ 3,182; D%(0) =~ 1,138.
Odp. ¢) IT ~[0,459; 0,342; 0,324; 0,396]; m(0) = 2,18; My(0) = 5,21; D*(0) = 0,454.
Odp. d) IT =~ [0,462; 0,231; 0,231; 0,077]; m(c0) = 0,92; mx(x0) = 1,846; D*(0) =~ 0,994.

Zadanie 3.4.
Proces Markowa jest okreslony grafem

0] ] = (2] B3]

Wyznaczy¢ jego macierz intensywnosci i rdwnania Kotmogorowa.
Wyznaczy¢ rozktad graniczny tego procesu. Obliczy¢ graniczng warto$¢ oczekiwang i
graniczng wariancje.

Odp. [0,429; 0,429; 0,107; 0,036], m(x0) = 0,75; D¥(0) ~ 0,616.

Zadanie 3.5.
Macierz prawdopodobienstw przej$¢ procesu Markowa jest rowna

1 |b+ael®®t a—gelaok
P(t) - (—a-b)t (—a-b)t
a+b|b-be a+be

gdziea,b,a+b>0
Wyznaczy¢ macierz intensywnosci.
Wyznaczy¢ wektor p(t) dla rozktadu poczatkowego (1, 0).
Wyznaczy¢ rozktad graniczny.
Odp.

—a a |- _ 1 (—a-b)t (-a-b)t |- 1 b
= 1 t—ib - ' II= 2
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b -b “atblat+b a+b

Zadanie 3.6.

Strumien awarii pewnego systemu jest modelowany procesem Poissona. Wiadomo, zZe

przecigtnie jedna awaria zdarza si¢ raz na 20 godzin.

a) obliczy¢ prawdopodobienstwo wystapienia doktadnie jednej awarii w ciggu 10 godzin,

b) obliczy¢ prawdopodobienstwo wystapienia najwyzej dwoch awarii w ciggu 10 godzin,

C) obliczy¢ prawdopodobienstwo bezawaryjnej pracy w ciagu 10 godzin,

d) obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze czas miedzy kolejnymi awariami bedzie wigkszy niz 20
godzin,

e) obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze czas miedzy kolejnymi awariami bedzie wigekszy niz 10
godzin i mniejszy od 20 godzin,

f) obliczy¢ warto$¢ oczekiwang bezawaryjnego czasu pracy tego systemu.

Zadanie 3.6a.
X(t) jest procesem Poissona, A = 1,5. Oblicz:
a) P(X]_ =2, Xy = 6),
b) P(X4 = 6|X1 = 2),
C) P(X]_ = 2|X4 = 6)
Odp. a) 0,0476; b) 0,1898; c) 0,2966
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Zadanie 3.6b.

X(t) jest procesem Poissona, A = 3.

Oblicz P(Xz =2, X4=5, Xs= 6)

Wyprowadz ogdlny wzér dlat; <ty <tz i ky <k;<ksorazi >0

kgt ki (ko —kq) (k3—kz)
P(X(t1) = ki, X(t2) = Ko, X(t3) = kg) = At —1)" Y (t -1) o
kl!(kZ _kl)!(k3 _kz)!

Odp. 0,000059
Zadanie 3.6c.
Strumien zgloszen do pewnego centrum obstugi jest modelowany procesem Poissona X.
Wiadomo, ze przeci¢tnie jest pig¢ zgloszen na minute.
a) obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze nikt si¢ nie zglosi w ciggu 30 sekund,
b) obliczy¢ prawdopodobienstwo wystapienia 4 zgloszen w pierwszej minucie i kolejnych 6
zgloszen po kolejnej minucie,
C) obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze w ciggu 5 minut bedzie 25 zgloszen, przy czym 6 z
nich byto w pierwszej minucie,

Wsk. a) P(Xos = 0), b) P(Xy = 4, X, = 10), ¢) P(Xy = 6, Xs5 = 25),
Odp. a) 0,082, b) 0,026, c) 0,013,

Zadanie 3.6d.

Strumien zgloszen klientow do myjni jest modelowany procesem Poissona X,. Wiadomo, ze

przeci¢tnie sg trzy zgloszenia na godzing. Myjnia rozpoczyna prace o 9.00.

a) obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze do 9.30 zglosi si¢ co najmniej dwoch klientow,

b) obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze do potudnia zgtosi si¢ 10 klientow przy czym 8 z nich
byto przed 11.00,

C) obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze do 9.15 zglosit si¢ jeden klient, przy czym wiadomo,
ze 6 klientow przybyto w pierwszej godzinie,

Wsk. ) P(Xo5 > 2), b) P(X2 =8, X3 =10), ¢) P(Xo25 = 1, X1 = 6),
Odp. a) 0,442, b) 0,023, c) 0,356,

Zadanie 3.6e.

X(t) jest procesem Poissona, A = 2. Oblicz cov(Xs, Xy):

Wsk. E(X3-X4) = E(X3 (X5 - X3+ X3)) = E(X3' (X5 - X3) ) + E((Xg)z)
Odp. 6

Zadanie 3.7.

Strumien zgloszen do systemu telekomunikacyjnego jest procesem Poissona. Wiadomo, ze

intensywnos$¢ tego procesu wynosi A = 3 zgl/min.

a) obliczy¢ prawdopodobienstwo wystapienia co najwyzej jednego zgtoszenia w ciggu 30
sekund,

b) obliczy¢ prawdopodobienstwo wystapienia trzech zgloszen w ciggu 30 sekund,

C) obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze czas miedzy kolejnymi zgltoszeniami bedzie wigkszy
niz 12 sekund,

d) ile sekund wynosi $redni czas oczekiwania na pierwsze zgloszenie?
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Odp. Ad.a) At=15; 0,558 Ad.b)0,126 Ad.c)At=0,6; e*® =0,5488
Ad.d) E(T)=1/4 = 20 sek.

Zadanie 3.7a.
Kasa zostata otwarta o 5.00. Strumien zgloszen klientow jest procesem Poissona. Wiadomo,
ze intensywno$¢ tego procesu Wynosi A = 3 zgt/15min.
Jakie jest prawdopodobienstwa, ze
|. miedzy 8.00 a 8.15 naptynie,
a. dwoch klientow
b. co najwyzej 4 klientow
C. ponad 5 klientow.
Il. miedzy 9.00 a 9.45 naptynie,
a. pieciu klientow
b. co najwyzej 5 klientow
C. ponad 5 klientow.
I11. miedzy 12.00 a 13.00 naptynie,
a. pieciu klientow
b. co najwyzej 5 klientow
C. ponad 5 klientow.
Odp. I. a) 0,224 Db) 0,8153 c) 0,0839

Zadanie 3.7b.
Strumien przychodzacych do firmy emaili jest procesem Poissona. Wiadomo, ze
intensywnos$¢ tego procesu wynosi A = 5 zgl/godz. W ciagu pierwszej godziny przyszio 10
emaili. Jakie jest prawdopodobienistwa, ze w ciagu trzech pierwszych godzin przyjdzie co
najwyzej 25 emaili?

Odp. 0,9513

Zadanie 3.8a.
Sprawdz, Ze parametry procesu Poissona sg rowne:

m(t) = At t>0,

K(t, ) = Amin(t, t),

S it <t
2
p(L, ) = "
2 dlat, <t
L
Zadanie 3.8.
Wyznaczy¢ parametry i narysowac przykladowa realizacje procesu

Z(t) = X (t) - At

gdzie X(t) jest jednorodnym procesem Poissona o intensywnosci A.
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Zadanie 3.9.
Sprawdz, ze macierz prawdopodobienstw przej$cia procesu przetaczania migdzy stanami
{-1, 1} generowanego procesem Poissona, tzn. procesu

ZO)=ZO)(D*®, t>0
gdzie X(t) jest jednorodnym procesem Poissona o intensywnosci A ma postaé

1 (1+ a-24 ) 1 (1_ a-2i )
=2 2
PO 1 ( m) 1 ( 211)
—\l-e" —\l+e”
2 2
Wyznaczy¢ macierz intensywnosci.
Wyznaczy¢ rozktad graniczny.
Wskazowka.
Py, (1) = P, () = P(X(t) = Lnicparzysta) = > p(X (t) = 2n+1) =
n=0
_N lt o ot — 1(1_e—2/1t)
2n +1)' 2
—1,—1 (t) =1- p—1,1 (t) ) p1,1 (t) =1- pl,—l (t) .
Odp.
A=A A I =[1/2; 1/2]
1 -2 B
Zadanie 3.10.

W zaktadzie pracujg maszyny, z ktorych kazda psuje si¢ niezaleznie od pozostatych z
intensywnoscia A = 3 maszyny/godz. Maszyny te s3 naprawiane przez robotnikow. Niech X(t)
oznacza liczbe zepsutych maszyn w chwili t. Rozpatrzmy nastepujace przypadki:

1) sa 3 maszyny i 1 robotnik pracujacy z intensywnoscia 1maszyna/godz.

2) sa 3 maszyny i 2 robotnikdw pracujacych bez wspotpracy z intensywnoscia
Imaszyna/godz. kazdy.

3) s34 maszyny i 2 robotnikdw pracujacych bez wspotpracy z intensywnoscia
Imaszyna/godz. kazdy.

4) sg 3 maszyny i 3 robotnikéw pracujacych z pelng wspolpracg z intensywnoscia
Imaszyna/godz. kazdy.

5) sg 3 maszyny i 2 robotnikdw pracujacych z petng wspodtpraca z intensywnoscig
Imaszyna/godz. kazdy.

6) sa 3 maszyny i 2 robotnikow pracujacych z ograniczong wspolpraca (z intensywnoscia
Imaszyna/godz. kazdy gdy pracuja osobno i z intensywnoscig 1,5maszyny/godz. gdy
pracuja razem).

W kazdym przypadku:

a) narysowac graf,

b) wyznaczy¢ prawdopodobienstwa graniczne,

C) obliczy¢ prawdopodobienstwo graniczne, ze zaden robotnik nie pracuje,

d) obliczy¢ prawdopodobienstwo graniczne, ze przynajmniej jedna maszyna jest sprawna,

e) obliczy¢ prawdopodobienstwo graniczne, ze przynajmniej jedna maszyna czeka na
naprawe,

f) obliczy¢ srednia liczbe zepsutych maszyn,
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g) obliczy¢ srednia liczbe zajetych robotnikow.

Odp. Ad. 1, [0,042; 0,25; 0,717]; Ezm = 2,6; Ezr=1.

Ad. 2, [0,0129; 0,1164; 0,348; 0,523]; Ezm = 2,38; Ezr = 1,86.

Ad. 3, [0,002; 0,025; 0,115; 0,344; 0,516]; Ezm = 3,34; Ezr =1,97.
Ad. 4, [1/16; 3/16; 6/16; 6/16]; Ezm = 2,06; Ezr =2,8.

Zadanie 3.11.
Proces Yule’a to proces urodzen dla ktérego intensywnos$ci urodzen sg rowne

A =i1,i=0,1, ...

Przyjmujemy, ze p(t) = (po(t), p1(t), ...) (wektor rozktadu procesu w momencie t), oraz
poczatkowy p(0) =(0, 1, 0, 0, ...).

Wyznacz graf i macierz intensywnosci tego procesu.
Sprawdz, ze rownanie Kotmogorowa p'(t) = p(t)-A ma dla tego procesu postac

pe(t)=0
pi(t) =—4 py(t)
Py (1) =4 p,(t)—24 p,(t)

a prawdopodobienstwa

0 ()= e*(l-e*f"  dla k>0
““ o dla k=0

spetniaja to rownanie.

L.Kowalski 24.05.2022



