L.Kowalski — zadania z proceséw stochastycznych-Zestaw 2

ZADANIA - ZESTAW 2

Zadanie 2.1.
Wyznaczyé m(n), D?(n) dla procesu symetrycznego (p = q = 0,5) bladzenia
przypadkowego.
Zadanie 2.2.
Narysuj graf tancucha Markowa — symetryczne (p = q = 0,5) btadzenie przypadkowe z
odbiciem. Przyjmij liczbe stanéw réwng 6. Zapisz macierz prawdopodobienstw przej$¢ tego
tancucha.
Czy jest to tancuch ergodyczny?
Czy jest to tancuch okresowy?
Czy istnieje rozktad stacjonarny tego procesu? Ile jest takich rozktadow.
Odp. To nie jest tancuch ergodyczny, chociaz ma doktadnie

jeden rozktad stacjonarny = [0,1; 0,2; 0,2; 0,2; 0,2; 0,1]

Zadanie 2.3.
03 05 02
Wyznaczy¢ warto$ci wlasne macierzy P=/06 0 04
0 04 06

Do jakiej klasy nalezy ta macierz stochastyczna?
Czy odpowiedni fancuch Markowa jest ergodyczny. Narysowa¢ graf tego tancucha.

Sprawdz, ze m = [6/23; 7/23; 10/23] jest rozktadem stacjonarnym.
Wyznacz lim P". Oblicz m(e0), D?(0).
n—o0

Zadanie 2.4.

Wyznaczy¢ warto$ci wlasne macierzy
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Do jakich klas nalezg te macierze stochastyczne?
Czy odpowiedni tancuch Markowa jest ergodyczny. Narysowac graf tego tancucha.

Sprawdzi¢, czy dla tego tancucha istnieje rozktad graniczny.

Zadanie 2.5a.

o O -
O - O

0
Wyznaczy¢ kolejne potegi macierzy P =|0
1

Wyznaczy¢ warto$ci wlasne tej macierzy.
Czy odpowiedni tancuch Markowa jest ergodyczny?. Narysowac graf tego fancucha.
Czy odpowiedni tancuch Markowa jest okresowy?
Jaki jest rozktad stacjonarny tego tancucha?
Odp. pd= I, Pt = P, tancuch okresowy.
IT=1[1/3, 1/3, 1/3]
Zadanie 2.5.

. . ) 05 05
Wyznaczy¢ kolejne potegi macierzy P = 1 0

Czy odpowiedni fancuch Markowa jest ergodyczny. Narysowac graf tego tancucha.

Poréwnaé¢ wiersze macierzy P" i sktadowe wektora rozktadu granicznego.

Wyznacz lim P". Oblicz m(e0), D?(0).

s 0671875 0328125
Odp. np. P° = IT=1[2/3, 1/3]
0,65625 0,34375
Zadanie 2.6.
Lancuch Markowa ma dwa stany i rozktad graniczny [p, q]. Wyznaczy¢ macierz P tego
taficucha.
l-a a
Odp. P=| P& ,_ P& | a-nieujemny parametr.
1-p 1-p
Zadanie 2.7.

Rozktad poczatkowy tancucha Markowa okreslonego macierza prawdopodobienstw przejs$é
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03 05 02
P=/06 0 04
0 04 06
wyraza si¢ wektorem
a) (1,0,0),
b) (0,5 0;0,5),

Wyznaczy¢ prawdopodobienstwa znalezienia si¢ w poszczegolnych stanach tego tancucha po
1) dwoch etapach,
2) trzech etapach,

3) nieskonczenie wielu etapach.

Oblicz 1) m(2), D?(2); 2) m(3), D*(3); 3) m(xx), D?(c0)

Zadanie 2.8.
Rozktad poczatkowy tancucha Markowa okreslonego macierza prawdopodobienstw przejs$é¢
0 0 05 05]
P 0O 0 05 05
05 05 0 O
05 05 0 O

wyraza si¢ wektorem (1, 0, 0, 0). Narysowac graf tego tancucha.
Wyznaczy¢ prawdopodobienstwa znalezienia si¢ w poszczegdlnych stanach tego taficucha po
kolejnych etapach. Czy tancuch ten ma okreslone prawdopodobienstwa graniczne?

Wsk. P> =P
Zadanie 2.8a.

Wyznaczy¢ wartos$ci wlasne macierzy

05 05 0 0
5_|05 05 00
0 0 01
0 0 1 0

Dokonac¢ klasyfikacji stanow tego tancucha.

Czy ten tancuch Markowa jest ergodyczny?. Narysowac graf tego tancucha.

Zadanie 2.9.

Podaj przyklad tancucha, ktorego rozktady graniczne zaleza od rozkladu poczatkowego.
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Zadanie 2.10.

Uzasadnij whasno$¢: Jesli tancuch Markowa ma dwa rozne rozktady stacjonarne to nie moze

to by¢ tancuch ergodyczny.
Zadanie 2.11a.

Wyznaczy¢ rozktady graniczne tancuchow wyznaczonych przez macierze

[0 1 0 0]
04 0 0 06
a) P= b)
0 02 0 08
|0 0 05 05
[0 07 0 03]
04 0 0 06
) P= d)
0 1 0 O
|0 0 06 04]

Narysuj odpowiednie grafy. Oblicz m(c0) , D?(0).
Odp. (warto$ci przyblizone)
a) [0,038461538;
m(0) = 2,4, D?(0) = 0,66
b) [0,212975437;
m(e0) = 1,78, D?(0) = 1,23
c) [0,120481928;
m(e0) =1,82, D*(0) = 1,11
d) [0,19143736;3
m(e0) = 1,83, D?(0) = 1,38

Zadanie 2.11.

0 0 0 1
03 0 04 03
05 03 0 02

0 0 1 0
[0 0 0 1
01 0 08 01
1 0 0 O
|0 05 0 05

0,096153845; 0,288461538; 0,576923079]

0,108286331; 0,361014268; 0,317723964]

0,301204819; 0,21686747, 0,361445783]

0,212810641; 0,170240108; 0,425511888]

Wyznaczy¢ rozktady graniczne tancuchow wyznaczonych przez macierze
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Narysuj odpowiednie grafy. Oblicz m(c0) , D*(0).

Odp. a) [6/17, 7/17, 2/17, 2117]  b) [1/12, 3/12, 5/12, 1/12, 2/12]

Zadanie 2.12.
Rzucamy symetryczng czworo$cienng kostkg (na $ciankach liczby 1, 2, 3, 4). Rozpatrujemy
tancuch Markowa X, okreslony jako cigg maksymalnych wynikéw sposréd rzutow 1,2,3,....n.
Sprawdz, ze lancuch ten ma macierz P rownag
0,25 0,25 0,25 0,25

0 05 025 0,25

0 0 0,75 025

0 0 0 1
Wyznacz graf tego tancucha. Czy fancuch ten ma stany okresowe?
Zadanie 2.13.
Gracze A 1 B rozpoczynaja gre z kapitatem 2zl kazdy. W kazdej partii gracz A wygrywa z
prawdopodobienstwem 0,6, gracz B wygrywa z prawdopodobienstwem 0,4. Po kazdej partii
przegrywajacy placi wygrywajacemu 1 zt.
a) jakie jest prawdopodobienstwo, ze gra zakonczy si¢ po 2 partiach ?
b) jakie jest prawdopodobienstwo, ze po 4 partiach kapitat kazdego gracza wyniesie 2 zI?
c) Ile wynosi warto$¢ oczekiwana kapitatu gracza A po 2 partiach?

p:

Przyjmijmy, Ze stany procesu to kapitat w posiadaniu gracza A czyli {0, 1, 2, 3, 4}.
Macierz P ma postac

1 0 0 0 O]
04 0 06 0 O
0O 04 0 06 O
0O 0 04 0 06
0O 0 0 0 1

Zadanie 2.14.
Jesli cigg zmiennych losowych Xg, X1, X5, X3, ...jest lahcuchem Markowa o macierzy P, to

jaka macierz ma tancuch Markowa ktory jest ciggiem zmiennych losowych Xg, Xj, Xy, ...

Zadanie 2.15.

Dany jest tancuch Markowa o macierzy przejscia
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01 0 0]
0010
P10 0 01
05 0 0 05]

Wyznacz macierze prawdopodobienstw przej$¢ po dwoch i po trzech krokach. Sporzadz graf
tancucha. Ktore stany tancucha sg istotne? Ktére stany tancucha sa okresowe? Czy tancuch
jest ergodyczny? Oblicz prawdopodobienstwa graniczne.

Oblicz m(e0), D?(0).

Zadanie 2.16.

Wyznacz warto$ci wiasne i ich krotno$ci dla macierzy

o o o] [RUOT o
A) P=|0 025 075| B) P=| " | C)P=[100
0 01
05 05 O 0 0 10
1/3 1/3 1/3 02 01 07
pp P={0 0 1 ey P={0 0 1
0 1 0 0O 1 0

Do jakiej klasy nalezy ta macierz?

Czy istnigje lim P*?
N—o0
AT
Czy istnigje Ilm—ZP ?
n—oo n k=1

Zadanie 2.17.

Odwotujac si¢ do wartosci wiasnej 1 wektora wlasnego uzasadnij, dlaczego £.M o skonczone;j
liczbie standw maja, co najmniej jeden rozktad stacjonarny.

Zadanie 2.18.

Podaj po jednym przyktadzie .M majgcego dwa stany, ktory jest:
a) ergodyczny,
b) okresowy,
c) przywiediny.

Zadanie 2.19.

Sprawdz, ze lancuch Markowa o macierzy przejscia
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0 025 0 075 0 O |

0100 0 0 1 0 0 0

O by p_|0 O 00250075
0001 0 0 0 0 1 0
1000 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 O |

jest okresowy.
Wyznacz okres.
Zadanie 2.20.
Niech P bedzie macierza stochastyczng tancucha Markowa o stanach {0, 1, 2}.
Wiedzac, ze rozwigzaniem rownania

[P =11
jest ITy = 1,51y I, = 3I1,
wyznacz rozklad stacjonarny IT.

Odp. [2/11; 3/11; 6/11]

Zadanie 2.21.
Rozktad poczatkowy tancucha Markowa 0 stanach {0, 1, 2} okreslonego macierzg

prawdopodobienstw przejs$¢

025 0,75 0
P=1025 025 05
0 025 075

wyraza si¢ wektorem [0, 1, 0].

a) Czy jest to tancuch ergodyczny? Wyznacz rozklad graniczny.

b) Jakie jest prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w stanie 1 po dwoch krokach?

¢) Wyznacz lim py,(n). Wyznacz limP".
N—o0 N—0

Odp. a) [0,1;0,3; 0,6] b) 0,375 c) lim py,(n) =0,1

Zadanie 2.22.
Rozktad poczatkowy tancucha Markowa o stanach {0, 1, 2} okreslonego macierzg

prawdopodobienstw przejs$¢
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05 05 O
P={025 05 025
0 075 025

wyraza si¢ wektorem [0,25: 0,25; 0,5].

Oblicz a) P{X,=0, X, =1 X, =2};b) P{X, =1 X, =1|X, =2}.

Odp. @) PoPo1P12= 0,25-0,5- 0,25 b)) P2P21P11/ P2= 0,75 - 0,5

Zadanie 2.22b.
Rozktad poczatkowy tancucha Markowa o stanach {0, 1, 2} okreslonego macierza

prawdopodobienstw przejs$¢

0 05 05
P=|1 0 0
0 0,75 0,25

wyraza si¢ wektorem [0,5: 0; 0,5].

oblicz a) P{X, =1| X; =2}:n) P{X, =2, X, =1}

Odp. a) P21 = 0,75 b)) P2(1)P21 = 0,375 - 0,75

Zadanie 2.23.

Rozktad poczatkowy tancucha Markowa 0 stanach {0, 1} okreslonego macierzg

o 05 05
10,75 0,25

jest rowny a) [0,5; 0,5], b) rozktadowi stacjonarnemu.

prawdopodobienstw przejs$¢

Oblicz p(X,, X,).
oblicz p(X,, X,).
Wsk.

E(Xo-X,) = D iiP(X, = j X, =i) = D _iiP(X, = j| X, =i)-P(X, =i) = D ijP; - P(X, =1)
Odp. -0,258, -0,25; 0,064; 0,0625
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Zadanie 2.23a.
Ciag zmiennych losowych Xg, X1, X, X3, ...jest ergodycznym tancuchem Markowa, 0
macierzy P, IT - jego rozktad stacjonarny.

Niech p(0) = I1. lle wynosi cov(Xo, X,)?; lle wynosi limcov(Xo, X,)?

Zadanie 2.23b.
Cigg zmiennych losowych Xg, X1, X5, X3, ...jest tancuchem Markowa, o macierzy P, IT -
jego rozktad graniczny.

Niech p(0) = I1. lle wynosi imP(X, = j| X1 =1)?; imP(X,=]| Xo =1)?
Odp, Pij, Hj;

Zadanie 2.24.

Dany jest tancuch Markowa o macierzy przej$cia
0 0 10

0 025 0 0,75
P 105 0 05 0
0 075 0 025

a) Wyznacz wszystkie rozktady stacjonarne.

b) b) Czy istnieje prawdopodobienstwo ergodyczne?

Wsk. a) Wyznacz unormowane rozwigzania I'1P = I1.

Zadanie 2.24a.

Dany jest tancuch Markowa o macierzy przejscia
1-x X 0

P=| 0 1-y vy X, y,z2€(0; 1)
z 0 1-z

Wyznacz rozktad stacjonarny.
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Zadanie 2.25.

Dany jest tancuch Markowa o bistochastycznej macierzy przejs$cia (sumy wierszy i sumy

kolumn sg réwne 1).

Sprawdzi¢, ze istnieje rozktad stacjonarny ktory jest rozktadem jednostajnym.

Wsk. Niech 0, 1, ..., N to stany. Sprawdz ile wynosi TP jesli IT=[1/(N+1), ...... ,
1/(N+1)].

Zadanie 2.26.

Lancuch Markowa ma 5 standéw. Jesli proces jest w stanie k to rzucamy symetryczng
moneta, Jesli wypadnie orzet to pozostajemy w k, jesli reszka to przechodzimy do
dowolnego innego stanu z jednakowym prawdopodobienstwem. Wyznacz P. Wyznacz

rozktad stacjonarny. Czy jest to rozktad ergodyczny?

Wsk. Zauwaz, ze P jest bistochastyczna (sumy wierszy i sumy kolumn sg rowne
L.Kowalski 24.05.2022

10



