L.Kowalski — zadania z proceséw stochastycznych-Zestaw 0

ZADANIA -ZESTAW 0

Zadanie 0.1

Zmienna losowa (X, Y) ma rozktad okreslony tabela:

Y 0 1 2
X
5 0 0 0,1
6 0,1 0,2 0,1
7 0,3 0,1 0,1

a) wyznaczy¢ F(1; 1), F(6; 2), F(7; 1),
b) obliczy¢ P( X [>6;|Y[<1),
¢) wyznacz rozktady warunkowe X |Y =1; Y| X =5,
d) obliczy¢ wartosci oczekiwane 1 wariancje zmiennych X 1Y,
¢) wyznacz macierz kowariancji i macierz korelacji zmiennej (X, Y),
f) obliczy¢ wartosci oczekiwane zmiennych z punktu c).
g) Czy X, Y saniezalezne?, Czy X, Y sa skorelowane? Ocen site korelacji.
Odp. K{ 0,44 —0,26} R{ 1 —0,47}
-0,26 0,69 -0,47 1

Zadanie 0.1a

Zmienna losowa (X, Y) ma rozktad okreslony tabela:

X 11 0 1 2
Y

2 0 0,2 0 0,1
0 0,1 0,1 0,1 0,1
2 0 0 0 0,3

a) wyznacz rozklady brzegowe.
b) obliczy¢ warto$ci oczekiwane 1 wariancje zmiennych X 1Y oraz (X, Y),
¢) wyznacz macierz kowariancji i macierz korelacji zmiennej (X, Y),

d) Czy X, Y saniezalezne?, Czy X, Y sa skorelowane? Ocen sil¢ korelacji.

L2 08 1 047
Odp. K = . R=
0,8 2,4 0,47 1
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Zadanie 0.1b

Zmienna losowa (X, Y) ma rozktad okreslony tabela:

X -1 0 1 2
Y
-2 0 0,1 0 0,1
0 0,1 0,1 0,1 0,1
2 0 0 0 0,4

a) wyznacz rozklady brzegowe.
b) obliczy¢ wartosci oczekiwane 1 wariancje zmiennych X 1Y oraz (X, Y),
¢) wyznacz macierz kowariancji i macierz korelacji zmiennej (X, Y),

d) Czy X, Y saniezalezne?, Czy X, Y sa skorelowane? Ocen site korelacji.

1,16 0,72 I 045
Odp. k= , R=
0,72 2,24 045 1

Zadanie 0.2

(X, ) jest zmienng losowa o gestosci

c dla (x,y)e D
0 dla (x,y)e D

gdzie D jest trojkatem o wierzchotkach (0; 0); (1; 0); (1; 1).

f(x,y)={

a) wyznaczyc¢ c,

b) wyznaczy¢ F(1; 0,5),

¢) wyznaczy¢ gestosci rozkladow brzegowych,

d) wyznaczy¢ gestos$¢ rozktadu X |Y =0,5,

¢) obliczy¢ EX, EY,

f) obliczy¢ cov(X, ¥),

g) obliczy¢ wspotczynnik korelacji,

h) Czy X, Y sa nieskorelowane? Czy sg niezalezne?

i) wyznacz prostg regresji Y wzgledem X,

Odp.a)c=2;e) EX=2/3, EY =1/3; f) cov(X, Y)=1/36;g) p=1/2
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Zadanie 0.3

Zmienna losowa (X, Y) ma macierz kowariancji: g { 4 _1} .
1

Ile wynosi wspdtczynnik korelacji miedzy X1 ¥?
Zapisz macierz korelacji zmiennej (X, Y),

Wyznacz wariancje zmiennych X'i Y, (X, Y) oraz X + Y.

Zadanie 0.3a
Wykaz, ze
a) D*X+Y)=DX+D?Y +2cov(X, Y).
b) D*X+Y +2Z)=D*X+D?Y +D?*Z + 2(cov(X, Y) + cov(X, Z) + cov(Y, Z)).

Zadanie 0.3b
Zmienne losowe X, Y sg niezalezne. Wykaz, ze

D*(XY) = D’X-D*Y + D’X(EY)’ + D*Y(EX)

Wsk. Jesli X, Y sa niezalezne i g, h to funkcje ciagte wtedy g(X), h(Y) tez sa niezalezne.

Zadanie 0.3c
Niech EX=-1; EY = 1; D’X = 3; D’Y = 2; X, Y to niezalezne zmienne losowe.
Oblicz EZ gdy:

a) Z=X’—5Y*+2XY-2Y +3X-5.

b) Z=(X-Y +2).

Zadanie 0.4
Funkcja f(x,y, z) jest gestoscig zmiennej losowej (X,Y,Z).

c dla 0<x<1,0<y<2 0<z<3
S(x,p,2)= .

0 dla innych x,y,z
a) wyznaczyc c,
b) czy X, Y, Z sg niezalezne?

c) wyznacz wektor warto$ci oczekiwanych tej zmiennej losowej.
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Zadanie 0.5

1
Wyznaczy¢ warto$¢ parametru ¢ aby funkcja f(x,y)=c- exp{— E(XZ +2xy +5y° )}

byla gestoscig 2 wymiarowego rozktadu normalnego.

Wyznaczy¢ parametry m;, m,, o, 0, p.

Zadanie 0.6
(X, Y) ma rozktad o gestosci

S(x,py)= LeXp{—l{(x —30) + b —40) }} .

300z 2| 100 225

Czy X, Y sa skorelowane? Czy X, Y sa niezalezne?

Zadanie 0.7

Zmienne losowe X, Y s3 niezalezne i majg rozktady jednostajne odpowiednio w przedziatach
[0,3]1[-2,2].

Wyznacz gestos¢ rozkladu tacznego (X, Y).

e obliczy¢ EX, EY, D°X; D*Y,

e ile wynosi cov(X, ¥),

¢ ile wynosi wspolczynnik korelacji,

Zadanie 0.8
(X, Y) ma rozktad o dystrybuancie

l-e¥—e¥ +e

F(x,y)={0

—3x—-4y

dla x>0, y>0
dla innych x,y

Wyznacz gestos¢ zmiennej losowej (X, Y).
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Zadanie 0.9

Wyznaczy¢ warto$¢ parametru ¢ aby funkcja

i -comaf e -mer

byta gestoscig 2 wymiarowego rozktadu normalnego.

Wyznaczy¢ macierz kowariancji tej zmiennej losowe;.

Zadanie 0.10
Wyznaczy¢ gestos¢ rozkladu normalnego (X, Y, Z) jesli rozklad ten ma wektor warto$ci

oczekiwanych E(X, Y, Z) =1, -1, 0] i macierz kowariancji:

3 1 3
K= 2 2
13 2 4]

Oblicz D*(X + Y + 2).

Odp. DX(X +Y +2Z)=21

Zadanie 0.11
Funkcja

1
X, V,2)= ———(39x* +36y% +262z% —44xy +36xz —38yz
f(x,p,2)= MW { ( y y Y )}

jest gestoscia 3 wymiarowego rozkladu normalnego.

Wyznaczy¢ wektor wartosci oczekiwanych 1 macierz kowariancji tej zmiennej losowe;.

Zadanie 0.12
Rzucamy 4 razy moneta.
X - liczba ortow uzyskanych w tych rzutach,

Y - liczba serii ortow.
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a) Wypisa¢ wszystkie zdarzenia elementarne w tym doswiadczeniu losowym.
b) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej losowej (X, Y),
c) Wyznaczy¢ rozktady brzegowe i i ich warto$ci oczekiwane,

d) Czy X 1Y sagniezalezne ? czy s3 skorelowane?

Zadanie 0.12a

Rzucamy 3 razy moneta.

X - liczba ortow w pierwszym rzucie,

Y - liczba wszystkich ortow.

a) Wypisa¢ wszystkie zdarzenia elementarne w tym doswiadczeniu losowym.
b) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej losowej (X, Y),

c) Wyznaczy¢ rozktady brzegowe i i ich warto$ci oczekiwane,

d) Obliczy¢ E[3(1+X)Y]

Wsk. d) skorzysta¢ z wartosci oczekiwanej funkcji zmiennej losowej. Odp. 7,5

Zadanie 0.13

Wyznaczy¢ warto$¢ parametru ¢ aby funkcja

c dla ‘x‘SZ, y‘S2
0 dla innych x,y

f(x,p)=

byla gestoscig prawdopodobienstwa pewnej zmiennej losowej dwuwymiarowe;.
Oblicza) P(X<-1,Y>1), b) P(X>0,Y>0), c¢) P(X<Y).

Wyznacz dystrybuantg tej zmiennej losowe;.

Wyznacz wektor wartosci oczekiwanych tej zmiennej losowe;.

Wyznacz macierz kowariancji i macierz korelacji tej zmiennej losowe;.

Czy X, Y sa niezalezne?

Zadanie 0.14
2 -1

Wykazaé, ze macierz | _ 1 1 jest macierza kowariancji.

Zapisz odpowiadajaca jej macierz korelacji R.
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Zadanie 0.15
Wyznaczy¢ E(X,), cov(Xy, Xm), D? (Xhn), p(Xn, Xm), dla ciggu losowego X,= An+B, gdzie 4,

to zmienna losowa A — N(-1, 2), B to stata.

Zadanie 0.15a
Wyznaczy¢ E(Xy), cov(Xn, Xm), D* (Xn), p(Xn, Xm), dla ciagu losowego X,= An+B, gdzie 4,
B to zmienne losowe o parametrach: £4A = 1; EB = -1, D*4 = 2, D*B= 3,p=-0,5.

Zadanie 0.16
Wyznaczyé E(Xy), cov(Xn, Xim), D* (Xp), p(Xn, Xm), dla ciagu losowego
Xn= Acos(nt+B),

gdzie A, B to niezalezne zmienne losowe o jednostajnym rozktadzie w przedziale [-m, «].

Zadanie 0.17

Zmienne losowe X 1 Y sg niezalezne. X ma rozktad N(-1, 2) a Y ma rozktad Poissona z
parametrem 2.

Wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang 1 wariancj¢ zmiennej losowej Z =-2X +3Y — 1.

Odp. EZ =7; D*Z = 34

Zadanie 0.17a
Zmienne losowe X 1 Y sg niezalezne. X ma rozklad N(-2, 3) a Y ma rozktad wyktadniczy z
parametrem 0,5.

Wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang i wariancje zmiennej losowej Z =-3X +2Y — 4.

Zadanie 0.18
2 -1

Macierz
L 1 1

} jest macierzg kowariancji zmiennych X 1Y.

Ile wynosi wspdtczynnik korelacji miedzy X1 ¥?
Zapisz macierz korelacji zmiennej (X, Y),

Wyznacz wariancje zmiennych X'i Y, (X, Y¥) oraz X + Y.

Zadanie 0.19

Wykazaé, ze ciag zmiennych losowych
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N

(Xi_m)

jest zbiezny stochastycznie do zera.

Zaktadamy, ze zmienne losowe sa niezalezne o takim samym rozkladzie

1 skonczonych momentach rzedu 2.

(Wsk. Wykaza¢ zbiezno$¢ sredniokwadratowa)

Zadanie 0.20

Sprawdz, ze punktowa granica ciggu dystrybuant

0 gdy x<—n

X+n
F (x)= gdy —n<x<n
2n
1 gdy x> n
jest funkcja, ktora nie jest dystrybuanta.
Zadanie 0.21
Niech X, X;, ..., X,, zmienne losowe niezalezne o rozktadzie jednostajnym w (0; 1).

Jaki asymptotyczny rozktad ma zmienna losowa

12 & n
Y= ;Xi—a

(Odp. N(0; 1). Wsk. Skorzysta¢ z Centralnego Twierdzenia Granicznego)

Zadanie 0.22
Niech X, X;, ..., X,, zmienne losowe o rozkladzie rownomiernym na zbiorze
1 2 n—1
0,—,— e, 1
n n n

Oblicz E(Xy), D* (Xu),
(Odp. E(X,) = 1/2, D* (X,,) = (n+2)/(12n).

Wik, Zn:kZ ZW)

24.03.20



