TESTY LOSOWOSCI

Badanie losowosci proby - test serii.

W wielu zagadnieniach wnioskowania statystycznego istotnym zatozeniem jest losowos¢ proby.
Prostym testem do weryfikacji tej wlasnosci jest test serii.



Dla rozpatrywanego ciggu danych statystycznych obliczamy mediane m,
(wartosc¢ srodkowa).

Jesli X, S X, =.....S X, dane uporzadkowane to

(

X, dlannieparzystych

2

;( j dlanparzystych




Przyktad.
Dla danych (po uporzadkowaniu)

2,2,3,3,4,5,5,5, 5 mediang jest 4.
Dla danych (po uporzadkowaniu)
2,2,2,3,3,4,5,5,5,5

mediang jest 3,5.



Elementom proby przypisujemy symbol a lub b:
a - gdy x; > m,,
b - gdy x; <m,

(elementow X; = m, nie rozpatrujemy).

Serie to podciagl ztozone z jednakowych symboli.



Rozpatrujemy hipotezy
Hy(elementy proby majg charakter losowy),
H,(elementy proby nie majg charakteru losowego),

Stosujemy statystyke:

U, = liczba serii



Zbi6r krytyczny:
K = (-o0; k1> U < kj. 0)

gdzie k; odczytujemy z tablicy dla poziomu istotnosci a/2 1 liczb n; oraz n; ,
gdzie k, odczytujemy z tablicy dla poziomu istotnosci 1 - o/2 1liczb n; oraz
np,

gdzie n; - liczba symboli a, n, - liczba symboli b,

Decyzje:

Jesli U, ek to Hy odrzucamy ,

Jesli U, K to nie ma podstaw do odrzucenia Hy, .



Uwaga.
Gdy n; lub n; jest wigksze od 20, to liczba serii ma w przyblizeniu rozktad

N[Zrzln2 Y \/ 2111112(2111112 —n)]

n n’(n—1)

Dla rozktadu rownomiernego 1 bardzo duzych n mozna stosowac rozktad

i
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Tablica rozkladu serii

0,025: (tablica jest symetryczna)

Tablica dla
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Tablica rozkladu serii

Tablica dla

0,975: (tablica jest symetryczna)
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Przyklad

W celu zbadania rozkladu wydajnosci pracy zarejestrowano czas wykonania

detalu przez 15 wylosowanych pracownikow 1 otrzymano wyniki (min):
16, 20, 25, 34, 22, 33, 47, 30, 28, 19, 22, 40, 36, 31, 38.
Sprawdzimy na poziomie istotnosci 0,05 hipoteze, ze wybor proby byl losowy.
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Rozwigzanie.

Wyznaczamy mediane ( po uporzagdkowaniu danych niemalejgco) 1
otrzymujemy m, = 30.

Kolejnym danym przyporzagdkowujemy symbole

aib:
16 20 25 34 22 33 47 30
b b b a b a a -

28 19 22 40 36 31 38
b b b a a a a
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Liczba serit wynosi u = 6
Z tablic rozktadu seri1 odczytujemy
K = (-00; 3> U < 12.0)

Poniewaz u ¢ K to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy  zatem mozemy
sadzi¢, ze proba ma charakter losowy.
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Przyklad
Wylosowac 2000 liczb o rozktadzie jednostajnym w (0, 1).
Dla poziomu istotnosci 0,05 sprawdzi¢ ich losowos¢ testem serti.
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Badanie losowosci proby - ogolny test serii.

Rozpatrzmy rodzine testow seri1 do badania losowosci.

Ustalamy liczbe 0 <p < 1.

Dla rozpatrywanego ciagu danych statystycznych obliczamy kwantyl x,
(wartos$¢ dzielgca uporzagdkowane dane na czesci p% 1 (1 - p)%).

Liczbe p nazywamy rzedem kwantyla.

Elementom proby przypisujemy symbol a lub b:
a - gdy X; > x,,
b - gdy x; <x,

(elementow Xx; = x, nie rozpatrujemy).

Serie to podciagl ztlozone z jednakowych symboli.
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Rozpatrujemy hipotezy
Hy(elementy proby majg charakter losowy),
H,(elementy proby nie majg charakteru losowego),

Stosujemy statystyke:

R = liczba serii
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Statystyka ta ma parametry:
E(R)=2np(1-p)+ p* +(1-p)

D*(R)=4np(1- p)1-3p(1- p))-2p(1- p)3-10p(1- p)),
gdzie n to dlugos¢ badanego ciagu, a p to rzad kwantyla.

Dla duzych n statystyka
R-E(R)

VD*(R)

jest zmienng losowg o asymptotycznym rozktadzie normalnym N(O, 1).

U =

16



Zbi6r krytyczny:

K = (-o0; -k> U < k. 0)
gdzie k odczytujemy z tablicy N(0, 1) dla poziomu istotnosci 1- o/2.
Decyzje:

Jesli U, ek to Hy odrzucamy ,
Jesli U, K to nie ma podstaw do odrzucenia Hy .
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Przyktad.
Wyznaczy¢ wartosci

E(R)=2np(1-p)+ p* +(1-p),
gdzie n to dlugos¢ badanego ciagu, a p to rzad kwantyla.
dlan=500;n=1000;n=5000 1 p=0,1;.....0,9
Wykona¢ wykresy.

500 1000 5000

p E(R) |E(R) |E(R)

0,1
0,2
0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9
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Przyktad

Wyznaczy¢ wartosci
D*(R)=4np(1- p)1-3p(1-p))-2p(1- p)3-10p(1- p)),

gdzie n to dlugos¢ badanego ciagu, a p to rzad kwantyla.

dlan=500;n=1000;n=5000 1 p=0,1;.....0,9

Wykona¢ wykresy.
500 1000 5000

p D°(R) |D*(R) |D*(R)
0,1

0,2
0,3

0,4
0,5

0,6
0,7

0,8

0,9
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Przyklad
Wylosowac¢ 2000 liczb o rozktadzie jednostajnym w (0, 1).
Dla poziomu istotnosci 0,05 sprawdzi¢ 1ch losowos¢ testem serii dla p = 0,25.
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E(R) =750
D*(R) = 655
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Uwaga

Zgodnos¢ uzyskanej liczby sern1 poszczegolnych dlugosci z rozktadem
teoretycznym mozna zbada¢ wykorzystujac test zgodnosci chi-kwadrat.
Po wyznaczeniu liczby wystgpien kazdej z dlugosci seri1 symboli a lub b
w badanym ciggu obliczamy statystyke testowg:

(N k L (k ))2
U =
TR
gdzie N, —uzyskana liczba serii dtugosci £,

E(k) = (” —k+ 3)(Pk (1 - P)2 +p’ (1 - P)k) — wartos¢ teoretyczna
liczby seri1 dlugosci £ w ciggu o dtugosci n, kwantyla rzedu p.

Statystyka U, ma w przyblizeniu rozktad ¥ "ol stopniach swobody,
gdzie r jest liczbg dtugosci serii, ktore zaobserwowano.
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Hipoteza zerowa H,(Cigg ma charakter losowy).
Hipoteza alternatywna #,(Ciag nie ma charakteru losowego).
Poziom istotnosci a.

Obliczamy wartos¢ u, statystyki U,

Wyznaczamy zbi6r krytyczny

K =<k ;) ,

gdzie k wyznaczamy z tablicy rozkladu y* z r - 1 stopniami swobody .
P (Yr—l > k ) =,

Podejmujemy decyzje¢:
odrzucamy hipoteze H,, gdy u, €K
przyjmujemy hipoteze H,, gdy 4, € K
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Przyktad
n = 200, ci13g o rozktadzie jednostajnym w (0, 1), p=0,5.

o5 (8- B

E(k)

gdzie N, —uzyskana liczba sern dtugosci £,

E(k)=(n-k+3)\p*(1- p)* + p*(1- p) )

n

P

200

0,5

dt
serii

ni

E(i)

sktadniki

38

21

11

U rWIN|EF
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200

0,5

dt serii

ni

E(i)

sktadniki

38

50,5

alfa 0,01
r 5

k

alfa”

21

25,125

11

12,5

6,21875

OibhWNIE

3,09375
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Przyktad

n = 20000, cig

dt serii ni

1| 5109
2| 2479
3| 1267
4 647
5 298
6 154
7 61
8 37
9 24
10 9
11 7
12 2
13 0
14 0
15 0
10094

binarny, p = 0,5
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6000

5000

4000

3000

2000 -

1000

-1000

2 4 6 8 10 12 14 16

Liczba sern1 danej dtugosci
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dt serii ni E(i) sktadniki
1 5109
2 2479
3 1267
4 647
5 298
6 154
7 61
8 37
9 24
10 9
11 7
12 2
13 0
14 0
15 0

10094
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alfa 0,01
r 12
k

alfa”

dt serii ni E(i) sktadniki

1 5109| 5000,5
2 2479(2500,125
3 1267 1250
4 647|624,9688
5 298|312,4688
6 154|156,2266
7 61|78,10938
8 37/39,05273
9 24(19,52539
10 919,762207
11 7|4,880859
12 2|2,440308
13 0
14 0
15 0

10094

Decyzja?
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Test czestosci dla ciagow binarnych (NIST)

Niech n — dlugos¢ ciggu (n > 100), n; — liczba jedynek, ng — liczba zer,
Stosujemy statystyke (rozktad asymptotyczny N(0, 1))

_ ‘”1 _”O‘

Jn

Wynik testu jest pozytywny gdy 2(1—@(u))> 0,01

u

30



Przyktad
Wygenerowac cigg binarny n = 400 1 sprawdzi¢ go testem czgstosci.

‘”1 _”0‘

T 2(1- d(u)) > 0,01 ?

u =

31



Test czestosci dla blokow ciagow binarnych (NIST)

Niech n — dtugos¢ ciggu (n > 100),
M — dhugos¢ bloku (M > 20, M > 0,01n),

n

N liczba blokow ¥ = LQJ (N < 100).

m; = (suma jedynek w i-tym bloku)/M,

Stosujemy statystyke (rozktad asymptotyczny Yy)
N
> (Mr, - M0,5) .

u=-= 2MY (7, —0,5)
oS 27 ~03)

Wynik testu jest pozytywny gdy Yy (u)>0,01.
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Przyktad
Wygenerowac 10 blokow po 100 elementdéw binarnych 1 sprawdzi¢ testem
czestosci dla blokow.
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Test jednostajnosci dla ciagow binarnych (NIST)

Test spektralny (test transformaty Fouriera)

Niech n — dtugos¢ ciggu, (n > 1000),

Wygenerowany ciag zerojedynkowy x; przeksztatlcamy na ciag y;
ztozony z 1 1 -1 przez funkcje y; = 2x; -1.

Otrzymany ciag y; przeksztatcamy przez dyskretne przeksztatcenie Fouriera.

fr=> yeexp(2ri(k—1)j/n) = y,[cos(2x(k—1)j/n)+isin(2z(k —1)j/n)]
P k=1

gdzie i-jedynka urojona,

Test opiera si¢ na wlasnosci, ze srednio 95% wartosci ciagu f; ma modut

T = \/111(0105}1 =/2,995732274n ~\3n

mniejszy od =

5

Wartosci dyskretnego przeksztatcenia Fouriera sg symetryczne; wystarczy,
zatem dalej rozpatrywac tylko elementy o numerach od 1 do n/2.
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Niech No = 0,95n/2.
Niech N; = liczba elementow ciagu f; o numerach od 1 do n/2, ktérych modut
jest mniejszy od T.

Stosujemy statystyke (rozktad asymptotyczny N(0, 1))
N 1 N, 0

u =

\/0,95-0,05.”
2

Wiynik testu jest pozytywny, gdy 2(1- CD(‘MD) > 0,01
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Przyktad

Niech (x;) = 1,0,0,1,0,1,0,0,1,1,1,0,1,1,1,0
Sprawdzi¢ jednostajnos¢ tego ciggu.

n=16

wtedy () =1,-1,-1,1, -1,1, -1, -1,1,1, 1, -1, 1,1,1, -1
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xi yi f; modutly
1 1 2 2
0 -1 -1,08239220029239+3,74603492445379i 3,899276
0 -1 -0,828427124746192 0,828427
1 1 -2,61312592975275+3,44155305449895i 4,321194
0 -1 2-4i 4,472136
1 1 2,61312592975275+1,78469880500656i 3,164424
0 -1 4,82842712474619 4,828427
0 -1 1,08239220029238-5,91081932503859i 6,009106
1 1 2 2
1 1 1,0823922002924+5,91081932503858i 6,009106
1 1 4,82842712474619 4,828427
0 -1 2,61312592975275-1,78469880500657i 3,164424
1 1 2+4i 4,472136
1 1 -2,61312592975276-3,44155305449894i 4,321194
1 1 -0,828427124746189 0,828427
0 -1 -1,0823922002924-3,7460349244538i 3,899276
9

NO N1|u

Whniosek:
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Przyktad
Wygenerowac 1024 elementow binarnych 1 sprawdzi¢ testem jednostajnosci.
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Wyniki orientacyjne

Whiosek:

T

39




Test losowosci dla ciagow binarnych (NIST)

Test sum skumulowanych (analizuje si¢ maksymalne odchylenie sumy
clementow od 0).

Niech n — dtugos¢ ciggu, (n > 100),

Wygenerowany cigg zerojedynkowy x; przeksztalcamy na ciag y;
ztozony z 1 1 -1 przez funkcje y; = 2x; -1.

k k
: Z, = max . Z, = max . , :
Niech “! kl,..,n(;y ’j; 2 kl,..,n( Zy lj to sumy cze$ciowe wprost 1

i=n—k+1

wstecz.
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Dla z =z, 1 z = 7z, obliczamy

1o ;{:{ ((4k+l)zj [(4/3—;1)1}+é{®[(4kﬁ3)zj_q{(4/i/%1)zﬂ

k, = n/z—lJ
4
k, = —n/z—3—|
4

Wynik testu jest pozytywny, gdy 7 >0,0l dlaz=2z,iz= 2.
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Przyktad

Niech (x;) =1,0,1,1,0,1,0,1,1,1
Sprawdzi¢ losowos¢ tego ciagu.
n=10

wtedy () = 1,-1, 1,1, -1,1, -1, 1,1,1

21:?
22:?

42



z2

z1
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Whniosek:
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y o 2
Test losowosci
Testowanie losowosci generatora ciggu binarnego.

Hipoteza zerowa H,(Cigg ma charakter losowy).
Hipoteza alternatywna #,(Ciag nie ma charakteru losowego).

poziom istotnosci a.

46



Weryfikacja powyzszych hipotez za pomoca testu »* przebiega nastepujaco:

1.Generujemy dlugi binarny cigg losowy. Dzielimy go na bloki np. 4-bitowe.

n — liczba blokoéw, n > 80,

k — liczba mozliwych wartosct w bloku, (dla blokéw 2-bitowych k = 4 liczb
dwubitowych, dla blokow 4-bitowych k = 16 liczb czterobitowych)

1
2.Przyjmujemy, ze i = .

3.Wyznaczamy liczbe¢ n; wystgpien 1 — tej wartosci we wszystkich blokach, 1=

k
1,2, .k ;”f:”
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4.0bliczamy

k

u, :i(”i ;;l?i)z _ I Z(n")z —n

i=1 n.i. p;

5.Wyznaczamy zbior krytyczny obustronny

K=<0;k>0<k, ;)

gdzie ki, k, wyznaczamy z tablicy rozktadu »* z k - 1 stopniami swobody .

PV 2 lg)=1-= P(Yk_lzkz):%

>
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Podeymujemy decyzje:
odrzucamy hipoteze H,, gdy u, ek
przyjmujemy hipotez¢ H#,, gdy u, 2K
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Test pokerowy 4 bitowy.

Hipoteza zerowa H,(Ciag ma charakter losowy).

poziom istotnosci a.

Generujemy dtugi binarny ciag losowy. Dzielimy go na bloki 4-bitowe.

n — liczba blokoéw, n > 80,

k — liczba mozliwych wartosci w bloku, dla blokoéw 4-bitowych k = 16 liczb

czterobitowych)

1
Przyjmujemy, ze ¥i = ¢ .
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Wyznaczamy liczbe n; wystapien 1 — tej wartosci we wszystkich blokach, 1=1,

16

2, , 16. Z”i:”

i=l1

Obliczamy
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6. Wyznaczamy zbior krytyczny obustronny

K=<0;k>U<k, ;)
gdzie ki, k, wyznaczamy z tablicy rozktadu »* z k - 1 stopniami swobody .
o

P(Yk—IZkl)zl_E

o
P(Yy_; > kz)zz
Podeymujemy decyzje:
Nie ma podstaw do odrzucenia ciggu gdy

ky <u, <ky
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Wyznaczanie liczby jedynek w ciaggu binarnym

Przykiad. (test monobitowy)

Wyznaczanie liczby jedynek w rOwnomiernym ciggu binarnym.

Niech n = 10000, poziom istotnosci o = 0,01.

HO(p:Oas), Hl(pioas)

K=(-0;-k>U<k;0) cD(k):l—%

U, = w—-0,5
J0,5(1-0,5)
gdzie W — srednia czestos¢ jedynek w ciggu.

n
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Wtedy k = 2,58,
K=(—0;—-k>U<k;oo)_ (—0;—-258>U<2,58; 0)

Aby test byt pozytywny dla generatora liczba jedynek k& powinna by¢ w
granicach

k

5

_2.58 < 10000 J10000 < 2,58
J0,5(1-0,5)
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Czylhi
od 4872 do 5128

Zadanie:
wykonac powyzszy przyktad dla n = 10000 poziomu istotnosci oo = 0,001.

Zadanie (NIST):
wykonac powyzszy przyktad dla n = 20000 1 poziomu istotnosci a. = 0,0001.
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Test entropii (Maurera)
Generujemy dtugi binarny cigg losowy. Dzielimy go na bloki L-bitowe

(zwykle L =8, ..., 16).

Q — sekwencja 1nicjujaca,
K — sekwencja testowa,
Dhugos¢ probki N = (Q + K)L.

Uwaga,
Q>5-2L, K >>0

zatem dla np. L = 8 0>5-2%=1280

Statystyka testowa

A, — odlegtos¢ n-tego bloku od jego ostatniego wystapienia (lub n gdy blok
wystepuje pierwszy raz),
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Stawiamy hipoteze: Hy(entropia istotna),
Pozadana jest istotna entropia.

Zbior krytyczny

K. =<0k >U<k, ;0)_

Wyznaczanie K <Kk,:

k=E-ko
k,=E+ko
O(k)y=1-2
gdzie (K) = 5, dla poziomu istotnosci .

7
o= \ & K - dtugo$¢ sekwencji testowe;
Zestawienie wartosci E, V dla przyktadowych L.
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L E \%
8 7,1836655 3,238
9 18,17642476 |3,311
10 9,17232431 3,356
11 ]10,17003223 3,384
12 [11,1687649 3,401
13 112,1680703 3,410
14 [13,1676926 3,416
15 114,1674884 3,419
16 |15,1673788 3,421

Nie ma podstaw do odrzucenia ciggu gdy

k <u<k,
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Testy losowosci - testy kombinatoryczne.
Test permutacji.

Hipoteza zerowa H,(Cigg ma charakter losowy).

poziom istotnosci o.

Generujemy ciag losowy o rozktadzie jednostajnym w [0, 1).

Liczba elementow n = k-m.

Dzielimy go na bloki m-elementowe.

Przyporzadkowujemy kazdemu blokow1 permutacje m elementowa wg
kolejnosci liczb w bloku (wg kolejnosci rosngcej). Bloki w ktorych sg

powtarzajgce si¢ elementy odrzucamy.
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1
Wyznaczamy prawdopodobienstwo teoretyczne permutacji (£i = m! ) przy

zatozeniu H,,
Badamy testem chi kwadrat zgodnos$¢ zaobserwowanej liczby wystapien

poszczegdlnych permutacii n; z rozkladem teoretycznym (rozktad jednostajny)

\(n, =k /m!)’

u=

i=l
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Wyznaczamy zbi6r krytyczny
K =<k ;)

gdzie k wyznaczamy z tablicy rozktadu y* z m! - 1 stopniami swobody .

PY,  >k)=a

Podejmujemy decyzje¢:
odrzucamy hipoteze H,, gdy 4, €K
przyjmujemy hipoteze H,, gdy 4, € K

Przyklad.
Wygenerowac cigg 20 elementowy o rozktadzie jednostajnym w [0, 1).

Dla m = 2 1 standardowego poziomu istotnosci sprawdzi€ jego losowos¢ testem
permutacji.
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0,382

0,245033

0,100681

0,045473

ni

pi

kpi

0,596484

0,03238

nl

0,899106

0,164129

n2

0,88461

0,219611

0,958464

0,01709

0,014496

0,285043

0,407422

0,343089

0,863247

0,553636

0,138585

0,357372

OlR| R ORRIRIRLRIRL|EK

P OOIR,P OO0 O|O
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Dane:

69, 49, 19, 73, 68, 71, 97, 22 ,04, 24, 40, 73, 82, 36, 96, 10, 63,
29,41, 37, 32,12, 95, 16, 33, 40, 50, 32, 92, 31, 56, 59, 29, 13,
15, 60, 63, 67, 18, 10, 83, 67, 18, 08, 57, 21, 28, 54, 01, 37, 92,
81, 33,42, 34, 28, 67,70, 02, 85, 90, 35,99, 71, 50, 94, 73, 64,
76, 19, 84, 54, 01, 27, 22, 40, 30, 53, 14, 41, 70
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