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(Q, S, 9 —przestrzen probabilistyczna
(matematyczny model zjawiska losowego),

Q — zbior wszystkich zdaraeslementarnych,
S — zbior zdarze, (podzbiory zbiorf?),
P — prawdopodobiestwo (funkcja przypordkowujca zdarzeniom szagigch
zajcia).
P:S- R
Aksjomaty prawdopodobienstwa:
(P P(A)=0 AOS

(PI) P(Q=1

Py P(AOAO...)=P(A)+P(A)+.....
A OS; parami wykluczajce st.

Wiasnosci prawdopodobienstwa

a) P(0)=0

b) P(A) =1~ P(A

gdzie A'=Q — A jest zdarzeniem przeciwnym
c) Jeli zdarzeniaA,..Ay wykluczap sig, to P(A 0.0 A,) =P(A) +..+ P(A,)
d) P(ADA)=P(A)+P(A)-P(AnA) A ADS
¢) P(A)<P(A) dla ADA AADS,
f) Jesli A DA, 10 P(A-A)=PA)-P@A),

Je&li zdarzeh elementarnych jest skozenie wiele i $ one jednakowo
prawdopodobne to miemy skorzystaz tzw.klasycznej definicji
prawdopodobienstwa.
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_ |A| _ liczba zdarzeé — elementarrnych sprzyjajc ych
P(A) = : . A0S
|Q|  liczba wszystkich zdarzei — elementarrych

Zmienng losowg X nazywamy funkgj (praktycznie kada) przyporadkowujaca
zdarzeniom elementarnym liczby rzeczywiste.

X: QMM - R

Dystrybuantg zmiennej losoweX nazywamy funkg F: RO - R okreslona
wzorem:

F(X) = P(X< X = R((-=, %)

Wiasnosci dystrybuanty:

a) F jest funkcy niemalejca,

b) F jest funkcj lewostronnie eigta,

c) F(-0) =0; F() =1,

d) dystrybuanta zmiennej losowej wyznacza jednoznageprozkiad,

e) Plas X<bh=HBH- K3, a b

fy P(X=a=Fa)- H39; gdzie Had) oznacza granic
prawostronp, (jesli a jest punktem ggtosci dystrybuanty tdP(X =a) = 0).

Zmienna losowa jestkokowa (dyskretna) jesli zbior wszystkich jej wartéi
jest skaczony lub przeliczalny.
Rozktad zmiennej losowej skokowejesto okrélamy za pomog funkcji

prawdopodobienstwa:
P(X=X%)= R

(Whasngié: Z P =1 p >0y
K

Liczby px nazywamyskokami, a wartdci x, punktami skokowymi.

Zmienna losowe o dystrybuancié jestciagta jesli jej dystrybuanta da si
przedstawd w postaci

F(X) = j f(hdt xOR

—00
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gdzief jest funkcy spetniagca warunki:

f(x)=20, xOR ]'of(t)dtzl

i nazywamy § gestoscia prawdopodobienstwa zmiennej losowej X.
Wiasnosci zmiennej losowej cagtej:
a

a) P(X<@=[f(ydx= K3,

b) P(a< X <b)=P(a< X <b)=P(a< X <b) =

=P(a< X <b):Jlz f (x)dx=F(b) - F(a)

o) P(X>1) =] f(ydx=1- R D,
b
d) P(X =4a) =0, dla dowolnegoall R, (brak punktéw skokowych),
e) F jest funkchj ciggla i prawie wsedzie r&niczkowalny
F'(x) = f(X) (rébwnas¢ zachodzi dla punktéw mitosci gestasci).
Wyznaczajc ggstas¢ przez raniczkowanie dystrybuanty, w punktach

w ktorych F nie jest riniczkowalna ména przyjé, ze gstas¢ jest rowna
zero.

Wiasndgci  rozkltadu zmienne] losowe] ¢gto charakteryzujemy jej
parametrami.
Jednym z podstawowych parametréw jest wartazekiwana.

Wartosé¢ oczekiwana.Oznaczeni€X lub m.
Dla zmiennej losowej skokowej

EX=> %P
i
(jesli ewentualny szereg jest zhiey bezwzgtdnie, takie szeregigs'odporne”

np. na zmiag kolejnasci wyrazéw).
Dla zmiennej losowej gotej

EX:Txf(x)dx

(jesli ewentualna catka niewdaiwa jest zbiena bezwzgldnie).
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Przyktad

Dla zmiennej losowej o funkcji prawdopodaiséwva
Xk -1 2 3
Px 0,2 0,6 0,2

EX=-1[02+2[06+3[02=16.
Przyktad
Dla zmiennej losowej oegtasCi
2x  x0O< 01>
f(x)= {
0 x0O<01>

1 2

1 1 X3
EX =j x[2xdx=2j X de2=—| =
) 0 30”3

Wiasnosci wartosci oczekiwanej

a) Ec =c; c- stala,

b) E(aX) = aE(X),

c) E(X +Y) = EX + EY,

d) Jelli a<s X <b,toa<EX<b,jeli X<Y,to EXZSEY,
e) EX<E[X|, |[EX|< E[X|

f) X, Y= niezalene, toE(XY) = EXEY.
Miara rozrzutu wartéci zmiennej losowej jest wariancja.
Wariancja. Oznaczeni®?X lub & lub VX

DX = E(X — EX?
Dla zmiennej losowej skokowej DZX =>(x —EX)? p

Dla zmiennej losowej agtej D?*X = j(x— EX)* f( % dx

Wiasnosci wariancji

a) D°c=0; c- stala,

b) D*aX) = a’ D*(X),

c) DX + b) =D?X, b — stala,

d) X, Y= niezaléne, toD¥X + Y) = D?X + D?Y
e) DX = E(X?) - (EX)>.
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Uzasadnienie e)

DX = E(X — EX?= E(X? — 2XEX +(EX)?) = EX? — 2EXEX HEX)?=
= E(X%) - EX)>.
J&li rozrzut wart@ci zmiennej losowej chcemy (np. z powodu interprgeta

w zastosowaniach) miergyw tych samych jednostkach co X to stosujemy
odchylenie standardowe.

Odchylenie standardowe Oznaczeni®X lub o.

DX =4/ D?X

Podstawowe rozkiady.

Rozktad dwupunktowy (zerojedynkowy)
Niech p[J(0, 1) bedzie ustalon liczbg. Okrelamy:

P(X=0)=q, AX=1)=p;gdzieg=1-p.
Rozkiad ten jest wykorzystywany w statystycznej tkolih jakosci. Mozna np.
przyja¢, ze X = 0 gdy wyréb dobryX = 1 gdy wyrdb jest wadliwy, wtedy
p = P(X = 1) traktujemy jako wadliw& wyrobu.

Rozktad dwumianowy
Dla danychp (0, 1), nON okrelamy funkcg prawdopodobistwa

P(X=K = (D p“grk gdzieq=1-p

k=0,1,2, ..n
Zauwamy, ze gdyn = 1 to rozktad dwumianowy jest rozktadem zerojdayn
wym.

Je&li przyjmiemy, ze n oznacza liczbniezalenych déwiadcze z ktérych kade
konczy sk jednym z dwdch wynikéw: ,sukcesem” (z prawdopoeasiwvem
p w kazdym dawiadczeniu) lub ,poraa” i zmienna losowaX oznacza liczé
.Sukceséw” to powyszy wzor wyznaczagprawdopodobienstwo uzyskania
doktadnie k sukcesow wn doswiadczeniach(probach).

Przyktad

Prawdopodobigstwo uszkodzenia kserokopiarki przed uplywem gwegran
wynosi 0,2. Firma zakupita 6 kserokopiarek. Oblicpyawdopodobigstwo, ze
przed uptywem gwarancji 2 kserokopiarki ulegmszkodzeniu. Jaka jest
najbardziej prawdopodobna liczba uszkodzonych kegriarek przed uptywem
gwarancji.

X — liczba uszkodzonych kserokopiarek przed uptywerarancji,

6
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6
P(X =2) = (Zjo,zz 0,8 = 1510 0410 4096 024576

Uwaga
Funkcg prawdopodobigstwa zmiennej losowéf mazna przedstawi
w tabelce:

Xk 0 1 2 3 4 5 6
p« | 0,2621| 0,3937 0,2458 0,0819 0,0154 0,0015 0,4Jo01

Zauwamy, ze najbardziej prawdopodobpriczba uszkodzonych kserokopiarek
jest 1.

Przyktad
Rzucamy 4 razy kostkszécienry. Jakie jest prawdopodobistwo, ze w co
najmniej 3 rzutach liczba oczekdrie podzielna przez 32.

Szukane prawdopodolsigtwo to

PX = 3) =P(X = 3) +P(X = 4), gdzie ,sukcesem” jest uzyskanie 3 lub 6 &cze
wigc p = 1/3.

Zatem

o (AY1(2) _, 2 8
i —3)—@@ @ B TS
4 4 0
{2
P(X23)=P(X =3)+P(X =4) =

Przyktad
Obliczymy wartd¢ oczekiwan rozktadu dwumianowego.

o] M akank - N n!
EX‘Ek@pq =2k Ki(n- k)'pq

k=1

s1=1
81 9

81

(n-1)! gk = _
pZ(k o P aT =)™ =np

Rozktad Poissona
Dla A > 0 okrélamy funkcg prawdopodobigstwa
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k

A
P(X = k):Fe Y k=012 .

(wartdsci tych prawdopodobiestw zawiera tablica rozkladu Poissona)
Rozktad Poissona (mbwos¢ odczytu w tablicy) mge dla duaych
n (praktycznien = 30) i malychp (praktyczniep < 0,2) przyblia¢ rozkiad
dwumianowy (przyblienie Poissona)

Nk -k A -A ;
=—e dzie A =n
(ka q K g [p

Przyktad

W pudetku jest 40@arowek. Jakie jest prawdopodoaliséwno, ze wsrdd nich jest
5 zaréwek wadliwych, jéi wadliwos¢ produkcji takichzaréwek wynosi 0,5%?
Jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba uszkogdo zarbwek w tym
pudetku?

Zastosujemy przyhtenie PoissonaA = n[ p=400[ Q 005= 2
W tablicy rozktadu Poissona (tablica 1) odczytatsy,

P(X=5)=0,0361
Réwniez w tablicy rozktadu Poissona odczytamg, najbardziej prawdopodobna
liczba uszkodzonychiaréwek w tym pudetku to 1 lub 2 (dla obu tych liczb
prawdopodobigstwo jest réwne 0,2707).

Rozktady cagte

Rozktad jednostajny
Rozklad ktérego ¢ptaé¢ jest stala w pewnym przedziale nazywamy
jednostajnym.

Gestas¢ rozktadu jednostajnego w (a, B)(X) =1p-a x0(& b
0 xO(a b
Poniewa gestas¢ ta ma @ symetrii w punkcie x = (a + b)/2 to
EX = (a+b)/2
Pokaemy,ze
D2X = (b - §2/12
Przyktad

Najpierw obliczymy EX
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b b 3 3 2
EX2 :J-X2 1 dx _ 1 b> a _a +2ab+b2
. b-a , b-al3 3

- 3

_1x
b-a 3
Zatem

D2X = EX2 - (EX)? = a’ +2ab+b2_(a+bj2 _ (b-a)?
3 2 12

Rozktad wyktadniczy

Rozktad ten wyspuje czsto w zagadnieniach rozkladu czasu ¢amy
zgtoszeniami (awariami) lub czasu oczekiwania nastu) w systemach
kolejkowych.

Gestas¢ rozktadu wyktadniczego o parametrze a > 0 ma posta

F(x) = ae x>0
0 Xx<0

dystrybuarg tego rozkladu jest funkcja

F(x) = 1-e x>0
0 x<0

(uzasadnienie: F'(x) = f(x))

Przyktad
Obliczymy EX
T

EX = I xae *dx = [— xe ™ — 1e“"‘xj
) a

0

Wiasnosé.

1) Jsli liczba zgltoszé w systemie kolejkowym w przedziale czasu (t, t)4mMa
rozktad Poissona o parametrad, oraz liczby zgtosze przychodzace
w rozlgcznych przedziatach czasg siezalene to czas X medzy kolejnymi
zgtoszeniami ma rozktad wyktadniczy o parametrzel#\.

2) Dla dowolnych t, T > 0 mamy
P(X 2t+T|X 2t)=P(X =T) (wtasnd¢ braku pamici)
Uzasadnienie.

P(X > t+T X >t)= P(X=t+TCX=t) _P(X2t+T)

P(X 2t) P(X 2t)

—(t+T)a
=% —eT=p(X=2T)
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Jest to jedyny rozkiad qty o tej wiasnéci.

Dyskretnym odpowiednikiem rozkiadu wyktadniczego stje  rozkiad
geometryczny.

Rozktad normalny
Dla m DR! UD(07 +OO)

Okreslamy gestas¢ rozktadu

1

e 20 xR
o\ 21T

f(x) =

W tablicy Il dlax O [0; 5) podano wartei dystrybuanty® rozktaduN(O, 1)
Wartcici dystrybuanty dla argumentéw ujemnych wyznaczamy podstawie
zaleznosci

A-x=1-9x

Uwaga
Ja&li X ma rozktadN(m, 0) to zmienna losow#& = (X — n)/oma rozktad\(O, 1)
(takie przeksztalcenie nazywarstandaryzacj).

Przyktad

Dochod miesiczny (zt) w pewnej populacji oséb ma rozklad nomyal
N(1600; 300).

Jaki procent os6b w tej populacji ma dochod msiy ponkej 1000 z+?

X — wysoka¢ mieskcznego dochodu

P(X <1000 = P( X —1600< 1000—1600) _

=P(y <-2)=
300 300
= ®(-2) =1-®(2) =1-0,9772= 0,0228= 228%

10
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1000 1600

Interpretacja graficzna wyniku.

Przyktad

Czas wykonania pewnego detalu (min.) jest zmietosowy 0 rozkladzie
normalnymN(m; ¢). Wiadomo,ze 80% robotnikow wykonuje ten detal #j
niz 10 minut a 60% robotnikéw diaj niz 12 minut.

a) wyznacz parametry rozkladu czasu wykonania detelw,

b) jaki odsetek robotnikow wykonuje ten detal w czasigszym nk 6 minut?

X — czas wykonania detalu.

P(X >10)=08 sad "10= 04

m-12

P(X>12)=06  std = 025

Rozwigzujac powyzszy uktad rowna otrzymamy m = 12,85 = 3,39.
P(X <6)= P( X 1285 6‘12’85J = P(Y <-202)=

339 339
= ®(-202) =1-d (202 = 00217= 217%

Prawo trzech sigm
J&li X ma rozktad\(m, o) to

P(m-o< X <m+0)=0,683,

11
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P(m-20 < X <m+20) =0,955,
P(m-30 < X <m+30) =0,997

Ostatnia rowng& swiadczy o tymze chocia rozktad normalny maegtasé rozna
od zera na catej prostej to praktycznie niemal wiag realizacje skupiajsie
w przedziale

(m-30,m+30)

wlasna¢ tg nazywamyprawem trzech sigm

m

o - ustalone

m, m, m

12
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m - ustalone o, < o

13
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PODSTAWOWE ROZKLADY PRAWDOPODOBIE NSTWA - ZESTAWIENIE

Rozkitady skokowe.
NAZWA FUNKCJA ROZKtADU WART. OCZEKIWANA
ROZKIADU PRAWDOPODOBIENSTWA WARIANCJA
WELASNOSCI INNE PARAMETRY

Rozktad jednostajnyf
dyskretny

¢, n - catkowite; n >

P(x:k):l k=c,c+1,c+2,...,c+n-1
n
(gdy n = 1 to rozktad jednopunktowy)

eict 1-— eint

0= nil-e"

EX=c+(n-1)/2
D2X = (n? - 1)/12

a=0

k=1,8-24/(A-1)

Rozktad
zerojedynkowy

p0(0, 9

PX=0)=q P(X=1)=p;q=1-p

é(t) =q+ pe'

Rozktad dwumianowy

pl(0,1), nON

P(X = k):@pkq“'k q=1-p
k=0,1,2, ...,n

X - liczba sukcesow w n prébach B.
(patrz przyblienie Poissona)

(1) =g+ pe' )’

14
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P(X=K)=pg* q=1-p EX=qlp; DBX=q/p
ROZ‘:"ad k=0,1,2, .. _1+q
geometryczny X - liczba préb B. poprzedzgjych pierwszy sukces a= \/a
pd(0 1) 2
p(t)=—P k=L +g
1-qgé€' q
/] k
P(X =k :_e_/] . EX =A
Rozktad Poissona ( ) ki (tablica 1)
k=012, .. D2X = A
A>0
dla A > 9 rozkifad Poissona moa przyblia¢ rozktadem 1
N\, VA ), zachodzi wtedy a I
k+05-4 k-05-4
P(X=k)=® : -d :
x =i =af 10 o R T
gdzie® - dystrybuanta rozktadu N(O, 1)
b0y =€t =443 R,

Przyblizenie Poissona (n - de, p - male)

n k Nk Ak -A
=—e A=n0d
(kjp q K p

m, =A+7X +64° + A

My =4,
U, =A+3x

15
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Rozkiady ciagte.
NAZWA GESTOSC WARJ\} A?R?iEEQIXANA
ROZKLADU WLASNOSCI INNE PARAMETRY
1 EX = (a+b)/2
Rozktad jednostajny f(X)={p-a xU(a b D2X = (b-a)2/12
: a=0
a bOR a<b 0 xB@&h <-18
elbt _ elat
o) =—— Xo5 = (@+h)/2
i(b-at d - nie istnieje
EX=m;
1 _ (x-m)? sz — 0-2
Rozktad normalny f(X) — e 227 xR
ON2IT a=0
mUR, gU(0 +) funkcja gstasci ma punkty przegcia k=3
X=mzto
Xps =M
W tablicy Il dla x[O [0; 5) podano wartkei dystrybuanty d=m

® rozktadu N(O, 1)

P(-x) =1 -d(x)
X-N(m,0) =Y = (X-m)lo - N(0, 1) (standaryzacja)
pt)=e”

m,=mim_, +(k-Do’m_,

0 gdy k — nieparzyst
My =
s o (k=D gdy k — parzyste

16
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EX = 1/a;
Rozkiad wyktadniczy ae™ x>0 D2X = 1/
9= a2
a (0, + ) 0 x<0 -
(szczegOlny przypadek rozktadu gamma) k=9
goiny przyp g Xos = (In2)/a= 0,6931/a
a d=0
pt)=—-— K
a-it m = >
_ k& (-’
He = ak ; JI
EX =Ap;
Rozktad gamma - _; D2X = p)\z
=)l— >0
p,AD(0,+ ) FOY =1 2r () q=_2
0 x<0 ==
L | Jp
(dla p =1 jest to rozktad wyktadniczy
0 parametrze a =A/ k = E +3
p
1 p
t = — = -
P(t) (1_“/]) d=Ap-1), p=1
m = p(p+1)..(p+k-DA"

17
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a
EX=— dlaa > 1
0/—1)(0

Rozktad Pareto a(x a+l
a,%, (0, + ) )= Z(X) % DX = o X
' ’ 0 X< X (@-1f(a-2)
0 dlaa > 2
. _2a+) | a
a-3 V\a-2
alx T E dlaa > 2
: :6(0'3+a'2—6a—2)+
! a(a-3)(a-3
! dlaa >4
: d =X, Xos = onlla
Xo = a k dlaO( > k
am” e x50 EX =m/a; X = mid
Rozktad Erlanga f(X) =1 (m-2)! 2 6
0, + 0 x<0 a:ﬁ k:E+3
atl(0 +) (szczegolny przypadek rozktadu gamma) d=(m-1)a
mOUN Dla m = 1 jest to rozktad wyktadniczy. ~

Uwaga Suma m niezaimych zmiennych losowych o rozktadz
wykfadniczym z parametrem a ma rozktad Erlanga.

— a "
o-(,%)

ie

m = m(m+1)...£m+ k-1

a

18
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n, .y EX=n;
y2 e 2 2 _
i n y > O _ 2 2| D X - 2n
Rozktad chi kwadra  f(y) = er(nj Nn =X+ ....+Xn| I8
2 a=_|—
nON 0 y<0 n
Xl - Xn - niezalene, o rozkiadzie N(O, 1) k :1_2+3
W tablicy llldlan=1, 2,..,30; P(Y,=2Kk =a n
Xos =N - 0,67
dlan>30 ,/2Y, ~ N(v2n-1]) d=n-2, =2

(1
o) _(1—2itj

rT1K=|j(n+21)

Rozktad Studenta

nON

f(t)= r(n;lj T
r@]r@]ﬁ(u t:jz
T, = % Vn

X o rozktadzie N(O, 1);

tOR

X, Yn - niezaleéne

Y, 0 rozktadzie chi kwadrat z n stopniami swobody

wtablicy v P(T |2 K =a

Uwaga. T, O TIT - N(0,2)

my =My =

EX=0; dlan>1
D2X =n/(n-2) dlan>2
a=0dlan>3

k = +3,dlan>4

n-4
Xos =0dlan>1
d=0,dlan>1

m, = 4, =0 dla k nieparzystych
_ 13I5.M(k-] nk/2
n-2)(n-4)...0—k)

dla k parzystych

19
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% 2 _”1;”2
Rozktad F Snedecora r[n ;nz j[:lJ = [1+ o xj Ex dians o
. _ 2 2 = an
n;n, ON f(x)= r(”ljr[nzj x>0 n, -2

2) 12
1 x<0 sz - 2n§(nl +2n2 _2)
=y, n(n, 2)"(n, ~4)

F L . dan>4
mn, T '
7Yn
n, -
Y.:Y_ -niezal. o rozkt. chi kwadrat

m’ Ny
wablicy v:  P(F,., 2K)=a
LSl
NNy 2n1n2
n +n,
ann,
2) nF(n,) marozktady,

Uwaga. 1) ~N (02 dlan;n,>30

_ 4, -
Uwaga.l - funkcja Euleral (@) = Ixa e dx

np.rfn)=(n-1)r@/2)= Jn; r(n+ ) @\/—

20
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Zadania.
Zadanie 1
CzasX bezawaryjnej pracy ugdzenia jest zmiernlosowy 0 geStosCi
£ :{106‘“’* dia x20 (rozklad wyktadniczy)
0 dla x<0
a) wyznaczy dystrybuan,

b) obliczy¢ P( 0,05 <X < 0,1) i zinterpretow@na wykresie gstasci i dystrybuanty,

Zadanie 2
CzasX bezawaryjnej pracy ugdzenia jest zmiernlosowy 0 geStosCi

= {108'“’* dia x20 (rozktad wyktadniczy)
0 dla x<0

obliczy¢ EX, D*X.

Zadanie 3
Prébujemy niezalaie 5 razy palczy¢ sie z serwerem poczty elektronicznej. Prawdopodigiigo pohczenia w jednej
prébie wynosi 0,8X — liczba padczer. Wyznaczy prawdopodobiistwo,ze z serwerem patzymy sé:
a) 4 razy,
b) najwyzej 3 razy,
¢) Co najmniej 3 razy,
d) co najmniej 2 razy i nie wcej niz 4 razy,
(odp. a) 0,4096; b) 0,2627; c) 0,94; 0,6656).

Zadanie 4
Sprawdzt, ze dla rozkladu dwumianowego zachodzi gasjcy wzor rekurencyjny:
n-k p
P(X =k+1) =——=P(X =k
(X=k+) =3 - POX=K)
Zadanie 5

Zmienna losowa ma rozktad Poissona o wartoczekiwanej rownej 1,5. Obliczy
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L.Kowalski Systemy Obstugi
a) P(X=0)
b) P(X > 3)
(odp. a) 0,2231; b) 0,07)

Zadanie 6
Prawdopodobigstwo wygrania nagrody na loterii wynosi 0,003. K@tapc z przyblzenia Poissona wyznagzy
prawdopodobigstwo, ze wsréd 500 osbéb gragych na tej loterii:
a) zadna nie wygra,
b) wygrajg 2 osoby,
c) wygra najwyej 5 oséb,
d) wygraj co najmniej 3 osoby,
e) wygra 0,6% grajcych,
f) wygra 0,2% + 0,4% gragych,
(odp. a) 0,2231; b) 0,251, c¢) 0,9955; d) 0,19;,8285) f) 0,5857)

Zadanie 7
Zmienna losowa ma rozktad wyktadniczy o parametrze 1.
Pokazé, ze zmienna losowaxcma rozktad wyktadniczy o parametrze 1/c.

Zadanie 8
Czas (w minutach) radzy kolejnymi wypadkami drogowymi w Polsce ma dazkwyktadniczy o parametrze 2. lle wynosi
sredni czas midzy kolejnymi wypadkami?
Jakie jest prawdopodoliistwo, ze najwyze] w ciagu trzech minut nasgpi kolejny wypadek.
(odp. EX = 0,5, P(X < 3) = 18&)

Zadanie 9

Zmienna losowa ma rozktad\(0; 1). Obliczy:
a) P(X>1,5),

b) P(— 0,5 <X <1)

c) P(OXO< 1,2),

d) P(CIXO > 2),

Otrzymane wyniki zinterpretowtana wykresie ¢stasci.
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(odp. a) 0,06681; b) 0,5328; c) 0,76986; d) 0,0455)

Zadanie 10

Zmienna losowa ma rozktad\(— 2; 3). Obliczy:

a) P(X>-1),

b) P(X < = 5),

c) P-5<X<-1)

Otrzymane wyniki zinterpretowana wykresie gstaici.

Zadanie 11
Zmienna losow& ma rozktad\(1,5; 3). Obliczy:
a) P(X < 2,5),
b) P(X>-0,5),
c) PO5< X<2)
d) P(]2X - 1] < 1),
e) P(IX] > 0,5),
Otrzymane wyniki zinterpretowtana wykresie ¢stasci.
(odp. a) 0,6293; b) 0,75; c¢) 0,4706, d) 0,1, e8p,8

Zadanie 12
Wzrost ludzi w pewnej populacji ma rozktai170,10). Wyznaczyprocent oséb w tej populacii:
a) majcych wzrost poriej 165 cm,
b) majcych wzrost powsyej 170 cm,
¢) majcych wzrost powyej 180 cm,
d) majgcych wzrost powyej 190 cm,
e) majcych wzrost powyej 200 cm,
f) majgcych wzrost pomidzy 165 a 170 cm,
Otrzymane wyniki zinterpretowtana wykresie gstasci.
(odp. a) 31%; b) 50%; c) 16%:; d) 2%; e) 0,1%;9y4d)
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L.Kowalski Systemy Obstugi
Zadanie 13
Dochod pewnej grupy pracownikéw ma rozktad normainyartégci oczekiwanej 1000 zt i odchyleniu standardowynd 20
zt. Obliczy¢ prawdopodobigstwo, ze wsréd 2 wylosowanych pracownikow z tej grupy niglhie ani jednego o dochodzie
powyzej 1200 zt.
(odp. okoto 0,7)

Zadanie 14
Wedtug producenta maksymalny przebieg silnika lBgmontu jest zmiennlosowy o rozktadzieN(300000, 40000). Jakie
jest prawdopodobiestwo, ze silnik zapewni przebieg powsj 350 000 km?

(odp. okoto 0,1056)

Zadanie 15
Reklama cukierkéw TIK-TAK zapewnige maj one tylko 2 kalorie. Jak da powinno by odchylenie standardowe
rozktadu kalorycznéi tych cukierkdw aby szansa trafienia na cukier@kierajcy co najmniej 3 kalorie byta mniejszani

0,01 (przyjmujemy rozkiad normaliy(2, 0))?
(odp.o< 0,429)

Proces stochastyczny

(Q,S, P) - ustalongrzestrzen probabilistyczna.
T O R, przedziat (skicczony lub nieskaczony), lub podzbidr dyskretny.

Def.
Funkcg X:TxQ - R nazywamyprocesem stochastycznyesli

L L {w:xtw<xOs

tUT xUOR

czyli dla ka&dego ustalonego t funkcja X roziema jako funkcja argumentw jest zmiena losow.
Najczescie] w zastosowaniach interpretujemy t jadaas
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L.Kowalski Systemy Obstugi

Stosujemy zapis X(t,a) = X («)
Przyktad.
Amplituda napgcia generowanego przezzdnice pradu zmiennego zaky od czynnikdw losowych i mi@ by zapisana jako proces

X(t) = Asinat

w- stata okrélajgca czstotliwose,
A - zmienna losowa o rozktadzie np. N(230, 5),

t - czas, I R.

Realizacje procesu

Np. dla wartéci parametrut = 0 otrzymujemy zmiens losows X, 0 rozkladzie jednopunktowym (o wastd zerowej), dla warkei

parametrut = %} otrzymujemy zmienmlosowa X , =A o0 rozktadzie N(230, 5), dla waém parametrut = Z’—Z} otrzymujemy zmiens

2w

losowg X ,, =-A .

2w

Dla ustalonegao [0 Q idowolnego t1 T przyjmujemy

X(t) = X(t,«)
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Funkcjax okreslona na T nie ma charakteru losowego, nazywaymngglizacja procesu stochastycznegfwyraza ewolucg w czasie wybranego
zdarzenia losowego).

Wartgici procesu hazywanmgtanami.
Zbior wszystkich standw nazywanpyzestrzenia stanow.

Przyktadowe rodzaje procesow

Stany Czas Przyktad nazwa procesu
C C jak wyzej, lub proces Gaussa, CcC

C D n - wymiarowy rozktad normalny, CD

D C proces Poissona, DC

D D tahcuchy Markowa. DD
Przyktad.

Xt — czas uzyskania pmzenia z okrdong strory internetowy, jesli polecenie padczenia zostato wydane na przgtdrce w chwili t. Jest to
proces typu CC.

Przyktad.

{Xn,n=1,2, .., 7} czas efektywnej pracy modedtanego komputera w poszczegolne dni konkretnegudtyig. Jest to proces typu CD.
Przyktad.

Xt — liczba uczestnikéw forum dyskusyjnego na ékmej stronie internetowej, zalogowanych w chwiliest to proces typu DC.

Przyktad.

{Xn , n = 1, 2, 365 (366)}— liczba zalogawva komputeréw do danego serwera

w poszczegOlne dni konkretnego roku. Jest to prygasDD.

Parametry procesu stochastycznego.
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Warto§¢ oczekiwana procesu
m(t) = E(X,)

Wariancja procesu.

V(t) = D2(t) = o(t) = E{(X, - m(t)?)

Odchylenie standardowe procesu to pierwiastek z wancji procesu.

Autokowariancja

K(t11t2) = E((th - m(tl))(xt2

Autokowariancja unormowana (wspoétczynnik autokoreleaji procesu)

K(tl’tZ) — K(tl’tZ)

,O(t ’t ) = -
T V)W) D)D)
Autokorelacja
R(t,,t,) = E(X, X, )
Wiasnosci:
1) V(t) = D?(t) = o°(t) = K(t,1)
2) K (tl’tz) - R(tl’tz) - m(tl)m(tz)
3) K (t,t,) < WV (L M(,) = D)D(t,)
2) V(t) = D2(t) = o2(t) = E(x2) - (EX,

27
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L.Kowalski Systemy Obstugi

Uwaga.
1. Z powyzszych wtasngéci wynika,ze praktycznie wystarczy wyliczym(t) i R(t;,t,) a pozostate parametry uzyskamy na ich podstawie.

2. Przy obliczanium(t) i R(t;,t,) przydatne bywajnastpujace zalénosci znane z rachunku prawdopodatsigva

EX?=D2X +(EX)’,  bo D?X = EX? - (EX)’
EXY =CouX,Y) + EXEY bo CouX,Y)=EXY-EXEY
Cov(X,Y)
Cov X,Y) = pDXDY S
MX.Y)=p bo DXDY
Przyktad.
Obliczymy parametry procesX (t) = At?, tOR.
A - zmienna losowa skokowa o funkcji prawdopodabtera
-1 1
0,5 0,5

Rozwizanie.
Zauwamy, ze rozpatrywany proces ma tylko dwie realizaggabo$ y =t° i parabo¢ y = —t?.

Wartas¢ oczekiwana wynosi
m(t) = E(X,)=-05+05=0

Autokorelacja wynosi

E(APAL) = 22E(A%) =
tt(1+0) =t}

R(t.t,) = E(X, X, )
= tftf(D2A+ (EA)2)

Autokowariancja wynosi

K (tl’tZ) = R(tl’tZ) - m(tl)m(tZ) = t12t22

Wariancja wynosi
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V() =t*
Zauwamy, ze dla wartéci parametrut = 0 otrzymujemy zmieng losows o0 rozkladzie jednopunktowym i wtedy wariancja qgasu jest
zerowa. Wraz z bezwzglnym wzrostem

t wariancja gwattownie Kmie.

Wspotczynnik autokorelacji procesu wynosi

K(ut)  _ 68

t,t,) = = =
A= TG el

Oznacza toze zmienne losowe twogze processw petni skorelowane, tzn. zmienna losoXa jest funkcja liniovg od X, .

2
Mamy X, =kX,, gdziek= (tt—zj :

1

Przyktad.
Obliczymy parametry procesu

X({t)=At+B, tor
A, B - zmienne losowe o parametrach EA = 0; EB £’A = 1, D’B = 2; cov(A, B) = -1.
Rozwizanie.
Wartas¢ oczekiwana wynosi

m(t) = E(X,) = E(At+B) =tEA+ EB=1
Autokorelacja wynosi
R(t, t,) = E(x, X, )=E((At, +B)At, +B))=
= E(a%,t, + AB[t, +t,)+B?)=
=t,t,E(A)+(t, +t,)E(AB)+E(B?)=
=t,t,(D?A+ (EA? )+ t, +t,)(cov(A B) + EAEB)+ D?B + (EB’ =
=t,t,(1+0)+(t, +1,)(~1+0m)+2+1=t,t, -t, —t, +3

Autokowariancja wynosi
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K(t,t,) = R(t,,t,) - m(tl)m(tz) =ut, -t -1, +2

Wariancja wynosi

V(t)=t?-2t+2=(t-1)1+1

Zauwamy, ze wariancja tego procesu jest nie mniejszalnila dowolnego t.

Wspotczynnik autokorelacji procesu wynosi

K(t11t2) — tt, -t -t + 2

FOWE -1 il 1

Proces stochastyczny X nazywaprpcesem o przyrostach niezalaych, jesli dla dowolnego naturalnego n, dowolnyclh <t < ... <t
zmienne losowe

pt,t,) =

Xto ’ xtl - Xto ’ llllll ’ th - xtn_l
S3 niezalene.
Przykiad: proces Poissona.

Proces stochastyczny X o przyrostach niezsjeh nazywamyednorodnym, jesli dla dowolnego nieujemnego t, X(@) = 0 i dla dowolnych
t; < t rozktad r@nicy zmiennych losowych

Xy, =Xy,

zalezry tylko od r@nicy b -t (nie zaley od t ).
Przykiad: proces Poissona.

Zadania

Zadanie 1.
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Wyznaczy parametry procesu X (t) = At? + B€', gdzie A, B to nieskorelowane zmienne losowe @mpetrach: EA = 2; EB = -3, = 1,
DB = 3.

Zadanie 2.
Wyznaczy parametry procesu  X(t) = At+ B, gdzie A, B to zmienne losowe o parametrach: B EB = 0, i macierzy kowariancji

1 04
K = .
{0,4 15}

Zadanie 3.
Wyznaczy parametry procesu  X(t) = At+1, gdzie A jest zmienpnlosowg o rozktadzie jednostajnym w przedziale (0, 1). ¥sggladajs

realizacje tego procesu? Ktore z pmaiych funkcji g realizacjami tego procesu(t) = 03t +1; x,(t) = -03t +1; x,(t) =2t +1.

Zadanie 4.
Wyznaczy parametry procesu X (t) = At—-3, gdzie A jest zmienplosowy o0 rozktadzie N(3, 1). Jak wyglajg realizacje tego procesu?

Zadanie 5.
Proces X(t) ma tylko 3 realizacje; (t) =t ; X, (t) =t +1; x;(t) =t+ 2. Realizacje teasprzyjmowane odpowiednio z prawdopodaisisvami:

1/2, 1/3; 1/6.
Wyznaczy parametry tego procesu.

Zadanie 6.
Proces X(t) ma tylko 4 realizacje; (t) =t; X, (t) =t +1; x;(t) =t+ 2; x,(t) =t —1. Realizacja ostatnia jest przyjmowana z
prawdopodobigstwem 0,1, a pozostate realizacjgpszyjmowane z takim samym prawdopodadisigvem. Wyznaczyparametry tego procesu.

Zadanie 7.
Wyznaczy parametry procesu X (t) = A€ + Be™, gdzie A, B to zmienne losowe o parametrach:=8% EB = 0, i DA = 1, D’B = 2;
cov(A, B) =-1.

Zadanie 8.
Wyznaczy parametry procesu  X(t) = A+ Bt, gdzie A, B to zmienne losowe o parametrach: EA;EB =1,i BA=1, D’B = 4; pas = -
0,5.
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Zadanie 9.
Wyznaczy parametry procesu  X(t) = At* + B, gdzie A, B to zmienne losowe nieskorelowakena rozktad wyktadniczy z

parametrem 1,5, B jest zmienlmsowg skokows o funkcji prawdopodobiestwa: P(B =-1) = 0,5; P(B = 1) = 0,5;

tancuchy Markowa

Przyktad.

Symetryczne btizenie przypadkowe.

Jako zbiér standw rozpatrujemy zbiér liczb catkgedit. Kolejne etapy htizenia lgdziemy numerow@jako chwile czasu 0, 1, 2, ... .

Zatozmy, ze w chwili O proces jest w stanie 0. Ngmstie w kolejnych etapach z prawdopoddisisvem p = % przechodzimy do stanu o numerze
wyzszym lub z prawdopodohistwem g = 1 — p = ¥ przechodzimy do stanu o hum@ézzym (maemy sobie wyobrazj ze rzucamy monet
symetryczg i ,orzel” powoduje przesuncie w prawo, a ,reszka” w lewo) .

Na wykresie maliwe do osggniecia stany w poszczegoélnych etapachzemy przedstawinastpujaco (zauwamy, ze w parzystych numerach

etapow mana by tylko w stanach o numerach parzystych).

Nr etant
o o o 2 o o o
4
o o) Fan) 0 Q)
O O WV Ay
3
© @) © ©
2
© ) ©
1
@) ©
stany
Fany
J
4 3 2 1 0 1 2 3 4
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J&ili Z; to niezalene zmienne losowe o rozktadzie dwupunktowym

P, =-D=P(Z =)=

to rozpatrywany proces stochastycznyzemy zapisé nastpujaco
X, =0

X, =Zn:Zk, n>0
k=1

Zauwamy, ze jesli po pewnej liczbie etapowm chcemy okrdi¢ prawdopodobigstwo znalezienia si w stanie k, w etapie ngpnym, to
prawdopodobigstwo to zaley tylko od tego gdzie jestmy po n etapach a nie zajeod tego w jakich stanach bgrny ,wczesniej”, tzn.
P(X,. =KX, =i, X4 Tl Xy =0) =P(X,,;, =K | X, =1,)
Uzasadnienie
Poniewa X ., = X, +Z,,, wiec ciag (Xn) ma przyrosty niezalme, orazZ ,, jest niezaleny od X,, m <n.
Mamy
P(X. =KX, =i, Xy Tlpgseee Xy =0) =P(X,, +Z,, =k | X, =i, X, =i
=P(Z,,,=k=i, | X, =1, X, i gy Xy =0)=P(Z,,, =k —1.)

ey Xy =0 =
nt 0=0) ROWnie

P(X,q=k|X,=1,)=P(X,,=KkK| X, =i,)=P(X,+Z,,, =k[X, =i,)=P(Z,,, =k-1,)

Przyktadowe realizacje tego procesuzme przedstawinastpujaco

stany
3
2 0o
1 O @) 'e)

nr etani

P o & © S

1 2 3 4 5 6 7 g g9 10 11 12 13
-1 o O O o
) @) 33
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stany
2
1 o) o o)

nr etapi
D N o o\ O
1 2 3 4 5 ® 7 g g9 10 11 12 13

-1 0 0) O O
2 O

Mozna tez rozpatrywé bardziej ogolne hHzenie przypadkowe gdy zmienngt@ niezalene zmienne losowe o dowolnym rozkitadzie
dwupunktowym P(Z, =1)=p>0, P(Z =-1)=1-p=q>0

Powyzszy proces mina tez przedstawd w postaci grafu

..... T -2 G [ 5e [o] Tl T [2] e

pamktajac o0 stanie z ktérego rozpoczynamyd#enie.
tancuchy Markowa to procesy dyskretne w czasieyskcetnym zbiorze stanéw, "bez paguif.

Zwykle bedziemy zakladé ze zbior standéw to podzbior zbioru liczb catkowityéh lub zbioru {0,1 2} jako uproszczenie zapisu

{s.8.8, .}
tancuchem Markowa nazywamy procesedacy ciaggiem zmiennych losowycKo, X4, ...

Okreslonych na wspolnej przestrzeni probabilistycznejypnujacych wartdci catkowite i spetniajce warunek
P(Xn = j‘xo = ioa X, :il’ e Koy = in—l):

:P( —J‘X 1) |:| |:|

n igrrinag i 0{01,2,...}

Zatem dla tacucha Markowa rozktad prawdopodalséva warunkowego patenia w n-tym kroku zaley tylko od prawdopodobiestwa

warunkowego potzenia w kroku poprzednim a nie od wéaejszych punktow trajektorii (historia).
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. (n) — — i — i
Niech pij - P(Xn - J‘xn—l - I)
oznacza prawdopodoliistwo warunkowe prz&gia w n-tym kroku ze stanu i do stanu j.

Jeili piE”) nie zalea od n to tacuch nazywamyednorodnym (jednorodnym w czasie) stosujemy zapisp; .

Zaktadajc, ze numery standwgscatkowite, nieujemne mma prawdopodobiestwa przej¢ zapisa w macierzy

(n) (n)

00 01
M =1 p(m (n)
P = 10 11

W pierwszym wierszu mamy kolejno prawdopodabie/o pozostania w stanie O w n-tym kroku i prawdbpmeistwa przejcia w n-tym kroku
ze stanu 0 numerze 0 do stan6w o numerach 1,. Antogicznie okrdone g pozostate wiersze.

Dla tancuchow jednorodnych powgzs macierz oznaczan® i ma ona posta

Poo  Pox
P=|Po Pu
Wiasndci macierzy prawdopodohistw przejé: a) p”(”) >0 b) suma kadego wiersza jest rowna 1.

Zauwamy tez, ze w macierzy tej nie mi istni€ kolumna ztaona z samych zer.
Kazda macierz spetnigfa warunki a), b) nazywammacierza stochastycza.

Uwaga.

Macierz stochastyczna i rozklad zmiennej losowgpkreslaja pewien tséicuch Markowa.

Wiasndci macierzy stochastycznych satemscisle zwigzane z wkasni@iami tancuchéw Markowa.

tancuchy Markowa (jednorodne).
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Bedziemy dalej przyjmow@anajczsciej, ze rozpatrywane feuchy Markowa majskaiczona liczlg stanow.

pi(n) - prawdopodobiestwo znalezienia siw stanie i po n krokach (rozktad zmiennej losoXg). Prawdopodobigstwa te stanowisktadowe
wektora p(n).

pi(0) - prawdopodobiestwo znalezienia siw stanie i w chwili pocgkowej (rozktad zmiennej losowej oX- rozktad pocatkowy).
Prawdopodobigstwa te stanowisktadowe wektora p(0).

Przyktad.

Btadzenie przypadkowe z odbiciem. Np. gdy stany @4 ddbijagce

o] Tl [l o[8[l
oo oo oo g0
01 0 0 O]
qgq o0 p 0O
P=10 g 0O p O
0 0O0g O p
0 0 0 1 0
Przyktad.
Narysuj graf tacucha Markowa odpowiadgly macierzy prawdopodohistw prze§¢
/72 0 1/2
P=(1/2 1/3 1/6
1/2 1/2 0
Przyktad.

Zapisz macierz P dladauch a Markowa przedstawionego grafem
o] %, [ 7 (2] B 18] i 141
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Oznaczenia.

p;j - prawdopodobigstwo przejcia od stanu i do stanu j w jednym (dowolnym) kroku

pij(n) - prawdopodobiestwo przejcia od stanu i do stanu j w n krokach,

P = [p]- macierz prawdopodobiastw przejs¢ (w jednym kroku), jesto macierz stochastyczna
P(n) = P' = [p;j(n)] - macierz prawdopodokistw przej¢ od stanu i do stanu jw n krokach,

Rownanie Chapmana, - Kotmogorowa:

P (k+D) =2 P, (K)py, ()

Wiasnos¢:
Znajgc rozktad pocgtkowy i macierz P memy wyznacz§ rozktad zmiennej losowejXczyli prawdopodobigstwo znalezienia siw

poszczegdlnych stanach po n krokadipo(n), pi(n), ...) = ((0), p(0), ...)P.

czyli p(n) = p(o)P'

Mamy tez wiasnd: p(m + n) = p(m)P'

Przyktad.
05 0 05

Rozpatrzmy tacuch Markowa o macierzy? =| 0 025 075]| irozkiadzie pocgtkowym p(0) = (1, 0, 0).
05 05 O

Po pierwszym kroku prawdopodobswa znalezienia siw poszczegolnych stanachréwne
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05 0 05
p@) = pO)P=[100] O 025 075|= [05005]
05 05 O

Po drugim kroku prawdopodolsistwa znalezienia sw poszczegoélnych stanachr®wne

05 025 025
p(2) = p(0)P? = [100]| 0,375 0438 0188|= [05025:025]
025 0125 0,625

Po trzecim kroku prawdopodolitwa znalezienia siw poszczegdlnych stanachrewne

0375 0188 0,438
p@3) = p(0)P? = [100] 0281 0,203 0516|=[0,375 0188 0,439
0438 0344 0,219

Obliczapc kolejne patgi macierzy P meemy wyliczone wartsci p(n) zestawd dla n = 1, ..., 12 w nagiujacej tabeli i przedstawina wykresie.

krok Stan 0 Stan 1 Stan 2
1 0,5 0 0,5
2 0,5 0,25 0,25
3 0,375 0,188 0,438
4 0,406 0,266 0,328
5 0,367 0,23 0,402
6 0,385 0,259 0,356
7 0,371 0,243 0,386
8 0,379 0,254 0,367
9 0,373 0,247 0,38

10 0,376 0,252 0,372
11 0,374 0,249 0,377
12 0,376 0,251 0,374
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——stan0 —#—stan1l @—stan2

o
(o))

o
ol

o
IS

o o ©
R, N W

prawdopodobie Astwo

(@)

14

Zauwamy, ze rozpatrywane prawdopodohstwa stabilizuj sic na okrélonym poziomie idza do pewnych granic, co zgaane jest z
regularndci rozpatrywanej macierzy stochastyczne.
Jak pokaemy wkrotce, istnigj sposoby wyznaczania tych granicznych prawdopodshiebez obliczania peg macierzy P.

Zobaczmy teraz jak zmieniagsprawdopodobigstwo znalezienia ¢iw ustalonym stanie w poszczegollnych krokach, gadiemia s¢ rozktad

pocztkowy.
Rozpatrzmy stan 0 i rozktady patkowe p(0) = (1, 0, 0), p(0) = (0, 1, 0), p(0) s (M 1).
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—e—X(0)=0 —M—X(0)=1 —a&—X(0)=2 |

prawdopodobie nstwo
o o
N w

kroki

Obliczone prawdopodohistwa (w podobny sposéb jak wgj) zestawiono w tabeli i przedstawiono na wykrean =1, ..., 12

p(0) \ krok| 1 2 3 4 5 6 7 8 of 10] 11] 12

p(0)=(1,0,0)| 0,5 0,5/ 0,375| 0,406, 0,367 0,385 0,371 0,379| 0,373| 0,376/ 0,374| 0,376

p(0)=(0,1,0)| Of 0,375/ 0,281 0,398 0,346/ 0,388| 0,364| 0,381 0,371| 0,378 0,373| 0,376

p(0)=(0, 0, 1)| 0,5 0,25/ 0,438 0,328| 0,402| 0,356| 0,386| 0,367| 0,38/ 0,372| 0,377| 0,374

Zauwamy, ze rozpatrywane prawdopodobgtwo dla daych n nie zalgy od rozktadu pocgkowego.

Granic I = p(«) =lim p(n) (o ile istnieje ) nazywamgozktadem granicznymtancuch Markowa.

n=(n,n, n,,..).

tancuch Markowa dla ktérego istnieje rozktad granicmaigzaleny od rozktadu pocgkowego p(0) nazywamiancuchem ergodycznym

Uwaga.
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Jeli pewna pogga macierzy przégia P ma co najmniej jedrkolumre ztozong wytacznie z wyrazéw dodatnich to rozpatrywanydach jest

ergodyczny o dodatnich prawdopodatstvach granicznych.

Sposoby wyznaczania rozktadu granicznego:
Sposob 1.
Rozktad granicznyl jest jedynym niezerowym rozg@aniem uktadu
(P'-DN" =0  spetniajcym warunek Zl'li =1,
i=1
Uwaga.

Z powyzszej rownéci wynika,ze [P =T1.

Przyktad.
Wyznaczy rozkiad ergodyczny facucha Markowa o macierzy
03 05 02
P=/06 0 04
0O 04 06

Zauwamy, ze w ostatniej kolumnie macierz P ma tylko wactalodatnie.
Nalezy rozwigzat rownanie jednorodne
-07 06 O |, 0
05 -1 04 |Nn,(=|0
02 04 -04|n, 0
Jest to ukiad nieoznaczony z jednym parametrenyjijmy np. Mo = 1, wtedyl'l; = 28/24,M, = 40/24. Dziedc te rozwijzania przez ich sun

otrzymamy rozwjzanie unormowane
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N =[6/23, 7/23, 10/23].

Sposob Il.

M. = A

j
2 A
k

gdzie A« to dopetnienia algebraiczne macierzy | - P (wyzndcmacierzy otrzymanej przez skienie k-tego wiersza i k-tej kolumny).
Przyktad.
Wyznaczy drugim sposobem rozktad ergodyczniydacha z poprzedniego przyktadu.

Zadania.
Zadanie 1.Wyznaczy parametry procesu symetryczneggdzenia przypadkowego.
Zadanie 2.Narysuj graf tacucha Markowa - gtizenie przypadkowe z odbiciem. Przyjmij lieztandw réwn 6. Zapisz macierz
prawdopodobigstw prze§¢ tego tacucha.
Zadanie 3.Narysowa graf taacucha:

03 05 02

P=106 0 04
0O 04 06

Czy odpowiedni tacuch Markowa jest ergodyczny.

10 01
Zadanie 4. Narysowa graf tacucha: ap = {0 J b) P= L O}

Czy odpowiedni tacuch Markowa jest ergodyczny.
Sprawdz¢, czy dla tego tacucha istnieje rozktad graniczny.

05 05
Zadanie 5. Wyznaczy kolejne potgi macierzy P :[ 1 0 }

Czy odpowiedni tacuch Markowa jest ergodyczny. Narysawgaaf tego tacucha.
42



L.Kowalski Systemy Obstugi
Poréwna wiersze macierzyH sktadowe wektora rozktadu granicznego.

s | 0671875 0328125
Odp. np.P° = M =1[2/3, 1/3]
0,65625 0,34375
Zadanie 6. Lancuch Markowa ma dwa stany i rozktad graniczny [pWyznaczy macierz P tego t&ucha.
1-a a
Odp.P=_Pa ,__Pa |, a- nieujemny parametr.
1-p 1-p
Zadanie 7.Rozklad pocgtkowy tancucha Markowa ok&onego macierg prawdopodobigstw prze§¢
03 05 02
P={06 0 04
0 04 06

wyraza st wektorem

a) (1,0,0),

b) (0,5;0;0,5),

Wyznaczy prawdopodobigstwa znalezienia sw poszczegolnych stanach tegadacha po

1) dwoch etapach,

2) trzech etapach.

Zadanie 8.Rozktad pocatkowy tancucha Markowa ok&onego macierz prawdopodobigstw prze§é¢

0 0 05 05]
O O O5 05
05 05 0 O

105 05 0 O

wyraza st wektorem (1, 0, 0).
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Wyznaczy prawdopodobigstwa znalezienia siw poszczegolnych stanach tegadacha po kolejnych etapach. Czyidach ten ma ok&one

prawdopodobigstwa graniczne?

Zadanie 9. Wyznaczy rozktady graniczne fecuchdéw wyznaczonych przez macierze

111 o%oo%
3 33 00100
- Z 00 1 1 1 11
_|2 2 |1z 2 2 = =
a) F)1101 b)P5§55i’
4 4 2 0 - 00 >
05035 ol loo
_2 2_ _22 |

Narysuj odpowiednie grafy. Wyznacz graniczne wanitoczekiwane i graniczne wariancje.

Odp. a) [6/17, 7/17, 2/17, 2/17] b) [1/12, 3/12,K/1/12, 2/12]

Zadanie 10. Podaj przyktadancucha, ktérego rozktady graniczne zaled rozktadu pocgkowego.
Zadanie 11. Wyznaczy rozktad graniczny facucha wyznaczonego przez macierz

05 0 05
P= 0 025 075
05 05 O

Narysuj odpowiedni graf.

tancuch stacjonarny .
Jednorodny cuch Markowa jesstacjonarny gdy istnieje rozktadil jego stanéwzwany rozktadem stacjonarnym ze
MNP =
(tzn.M jest wektorem wiasnym macierzy P dla wéctaviasnej 1).
Zatem dla dowolnego M]P" =, oznacza toze jesli rozktad pocatkowy jest rownyfT, to rozktad tancucha po dowolnej liczbie krokéw jest
taki sami rownyIl.
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J&ili macierz P facucha jest nierozktadalna to rozkiad stacjonarsy gektadnie jeden. die macierz P tacucha jest rozktadalna to rozktadow

stacjonarnych jest wtej niz jeden.

W fancuchu ergodycznym rozktad stacjonarny (graniczig)zalery od rozktadu poctkowego.

Uwaga.

ergodyczny =  stacjonarny
Odwrotna implikacja nie musi zachodzi

Whiosek.

Istnienie rozktadu stacjonarnego nie implikuje tancuch jest ergodyczny.
Kazdy tancuch o skaczonej liczbie standw jest stacjonarny.

Przyktad.

Rozpatrzmy tacuch o macierzy P réwnej

05 05 0

05 05 0

0O 0 O
0O 0 10

tancuch ten nie  jest ergodyczny. Zawng/, ze rozktady (272, 1/2, 0, 0); (O, 0, 1/2, 1/2);

(1/4, 1/4, 1/4, 1/4)ssstacjonarne (rozktadow stacjonarnychaeby wiecej niz jeden bo rozpatrywana macierz jest rozktadalna).

= O O

Przyktad.
Rozpatrzmy tacuch o macierzy P rownej
1/2 1/2 0
P={1/2 1/2 O
1/3 1/3 1/3
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Stany 1i 2 gistotne. Stan 3 jest nieistotny.

Przyktad.
Rozpatrzmy tacuch o macierzy P réwnej
oOL 0 09
P=| 0 03 07
05 05 O
046 045 009
Zauwamy, ze P?=| 035 045 012
005 015 08

Wyznacz rozkitad stacjonarny tegadacha.
Czy jest to tacuch ergodyczny?
Czy otrzymany rozktad stacjonarny jest rozktadeangrznym?

Przyktad.
Rozpatrzmy tacuch o macierzy P réwnej

0 0 1/2 1/2
0 0 1/4 3/4
1/8 7/8 O 0
1/4 3/4 O 0

p:

Wszystkie stanysgsokresowe (majokres 2).
Wyznacz rozktad stacjonarny tegadacha.
Przyktad.
Rozpatrzmy tacuch o macierzy P réwnej
05 05 O

0
05 05 0 O
1
0

0O 0 O

0O 0 1

Wyznacz graf tego fecucha.
Czy tancuch ten ma stany okresowe? Czy wszystkie staokresowe ?.
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Sprawd, ze lim P" nie istnieje zadna kolumna 'Pnie sktada si wytacznie z elementéw dodatnich.

Przyktad.
Rzucamy symetrycznczwordgcienry kostlky (na sciankach liczby 1, 2, 3, 4). Rozpatrujemyidach Markowa X okreslony jako ciag
maksymalnych wynikéw spodd rzutéow 1,2,3,...,n.
Sprawd, ze taacuch ten ma macierz P rogvn
025 025 025 025

0O 05 025 025
0 0 075 025
0 0 0 1

Wyznacz graf tego fucha. Czy tacuch ten ma stany okresowe?

Przyktad.

Gracze A [ B rozpoczynaj gre z kapitatem 2zt kady. W kazdej partii gracz A wygrywa
z prawdopodobigstwem 0,6, gracz B wygrywa z prawdopodalievem 0,4. Po kalej partii przegrywaycy ptaci wygrywagcemu 1 zi.

a) jakie jest prawdopodohistwo,ze gra zakaczy st po 2 partiach ?

b) jakie jest prawdopodohistwo,ze po 4 partiach kapitat kdego gracza wyniesie 2 z?

c) lle wynosi warté¢ oczekiwana kapitatu gracza A po 2 partiach?

Przyjmijmy, ze stany procesu to kapitat w posiadaniu graczayh {, 1, 2, 3, 4}.

Macierz P ma posta

p:

1 0 0 0 O]
04 0 06 O O
p=l0 04 0 06 O
O O 04 0O 06
0O 0 o 0 1

Stany 01 1 g pochtaniagce (osagniecie ktdregd z tych standéw oznacza bankructwo jednego z grafxy)akiej klasy naleg pozostate stany?
Narysuj odpowiedni graf.

Rozktad pocatkowy p(0) =[O, O, 1, O, O].

Ad. a) p(2) = p(0)P=[0,16; 0, 0,48, 0, 0,36], zatem prawdopodasi®o zakaczenia gry po 2 partiach wynosj(®) + p(2) = 0,16 + 0,36 =
0,52.

Ad. b) p(4) = p(0)P=[0,2368; 0, 0,2304, 0, 0,5328), zatem prawdopi@Estwo,ze kazdy

Z graczy ma po 2 zt po 4 partiach wynos{4p = 0,2304.

Ad. ¢) na podstawie p(2) =[0,16; 0, 0,48, 06),8bliczamy warté¢ oczekiwang kapitatu gracza A po 2 partiach: 028 + 0,364zt = 2,4zt
Zatem gdyby gracze wielokrotnie rozegrali po 2 ipartajc pocatkowo po 2 zi, to przegina wygrana gracza A wynositaby 40 gr.
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Przyktad.
Je&ili cigg zmiennych losowych
Xoy X1, Xo, X3, ...
jest taacuchem Markowa o macierzy P, toggzmiennych losowych
Xoy Xo, Xgy ..

jest tsicuchem Markowa o macierzy.P

Wskazdéwka. Naley skorzysté z rownagci Chapmana-Kotmogorowa.

Zadanie.

Uzasadnij wikasni: Je&li fancuch ma dwadzne rozklady stacjonarne to nie by tancuchem ergodycznym.

Dyskretne procesy Markowa.

Rozpatrujemy proces stochastyczny W ktorym parametr t jestagty (zwykle t= 0).
Bedziemy zakladé ze zbior standw jest co najwgj przeliczalny.

Proces X jest procesem Markowa jesli dla dowolnego n, dlia dowolnych chwil czasu
to <t < ...<t, oraz dowolnych stanéw X, yg,X.., % spetniona jest zat@os¢:

PX, = VX, =X X, = Xy g Xy = %}=P{X, = Y, = X}

Proces Markowa jest jednorodny w czasieeliedla dowolnych stanow x, y oraz chwil czagsg t, mamy

P{X,, = y|X, = xt=p(x y.t, -t,)

co oznaczaze prawdopodobiestwo przejcia ze stanu x do stanu 'y w czasie od momegntbtmomentu ,t zalery tylko od r@&nicy t- t;, a
nie zaley od momentu wyciowego {.

Przyjmijmy oznaczenieF’{Xtn = j‘Xto = i} =p (t) gdziet=f- to, t > to.

Niech P(t) = [p(t)] macierz prawdopodobigstw przejscia
i,j=0,1, ..., N (dla skiczonej liczby stanéw).
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poo(t) p01(t) pON(t)
= PP BB P

pNO(t) le(t) pNN(t)

Jest to macierz stochastyczna.
Zaleznose

P, (s+t) = Z Pi (1) P (9)

nazywamyownaniem Chapmana - Kotmogorowa
Wynika z niej,ze

P(s+t) = P(s)P(t) = P(t)P(s)

Zaktadamyze funkcje p(t) sa ciagte w punkcie t = 0.

. 1 daj-=i
lim p. (t) =
t-0 Py () {O dla j #i
Wtedy g ciggte w dowolnym innym punkcie.
Istnieje t& (chocia maze by nieskaczona) granicaltirgl_%"(t) =-p, (0)

oraz skéczona granica I|mT = p; 0)

Dla wygody przyjmiemy oznaczenia

oo A dai=
PiO=11 " diaj#i

[
Wielkosci te nazywamyntensywnasciami przejscia ze stanu i do stanu j gdy# i, orazintensywnaciami wyjscia ze stanu i (do pozostatych
stanéw) gdy i =]j.

p.,()
m

Poniewa I| pi'j 0)=4;, to 4; dla j#i s gestasciami prawdopodobiestwa przejcia ze stanu i do stanu j, oraz dla matych t

mamy

p, (1) =4, [,
co oznaczaze dla matych t prawdopodoligtwo przejcia ze stanu i do stanu j jest proporcjonalne @espotczynnikiem proporcjonaldai jest
intensywnéc 4; .
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-A dlaj=i

A dlaj#i

Jesli okreslimy macierzA o elementach rownym intensywiogom {
i

I,j=0,1, ..., N (dla skiczonej liczby stanéw)
/]oo /101 /‘ON
A = /‘10 /]11 /]1N

/]No /]Nl /]NN

(macierz intensywndci), to mazemy powysze uklady rownazapisaé w postaci macierzowey:

) P()=POA  czyli % P(t) = P(OA
oraz
(**) P'(t) =AP(1) czyli % P(t) = AP(t)

W zastosowaniach egciej stosuje siréwnanie prospektywne.
Oznaczac p(t) = P{X; =i} mamy p,(t) :Z p,(0)p,(t) ipo zré&niczkowaniu wzgldem czasu otrzymamy inny zapis rownania
prospektywnego

dp; (t)
(***) ? = _A” p] (t) +ZAkj pk (t) J =0,1, ..

k]
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Przyjmupc p(t) = (1), pa(t), e (wektor rozktadu procesu w momencie t) [ macierz
-A. dlaj=i
N\ o elementach rownym intensywiooom { ) ! dla jjii (macierz intensywrigi) mazemy powyszy ukiad rowna zapisé w postaci
i
wektoroweyj:

d
p'(t) = p(tYA czyli at p(t) = p(t)A

Rozwigzanie tego rownania ma poé;tep(t) - p(O)e/“

IF\)l;Zr);/lggv?/é graf i wyznaczy rownania prospektywne Kotmogorowa procesu Markovwmaacierzy intensywrsgi:
-2 2 0
AN=1 -2 1
3 4 -7

[o] 25 1] 5[2]
\_/

% ==2p,(t) + py(t) +3p,(1)
% =2, (t) =2y (t) +4p,(t)
M) _ 5 4y

& PO=7p()
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Macierzg intensywnaci nazywamy kada macierz/A\ taks, ze:
a) elementy pozadiagonalng sieujemne,

b) elementy diagonalne siiedodatnie,

c) suma elementow w kdym wierszu wynosi O.

Uwaga.
Niechp(t) - prawdopodobigstwo,ze w chwilit proces znajdzie gw stanie j.

Wtedy P; t)= Z p. (0) P (t)

Niech P() = (), pa(t), ..., A(D))
Wtedy p(t) = p(0)P(t)

Rozkitad graniczny, ergodyczné¢ dla procesow Markowa.

= p(e0) =lim p(t)

Twierdzenie.
Jeili skonczona macierz intensywéid /A ma poza przefng tylko dodatnie elementy to proces ten jest ergpdyé ma dodatnie

prawdopodobigstwa graniczne.
Dwa sposoby wyznaczania rozktadu granicznegokrelaja nastpujace twierdzenia:

Twierdzenie.

Rozkiad granicznyl jest niezerowym rozweaniem ukiadu MA = 0 spetniagcym warunek unormowania (suma sktadowych zero).
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RownanielTA = 0 wynika z réwnania riniczkowego—; p(t) = P(OA | bowiem jéli istnieje rozktad graniczny to nie zaieon od t zatem

dt

jego pochodna po t jest réwna zero.

Twierdzenie.

Rozktad granicznyl mazna wyznacz§ za pomog dopetnigé algebraicznych M elementéw z przeknej macierzy A:

M

— i
S
Z M kk
k
Przyktad.

Narysowa graf i wyznaczy rozktad graniczny procesu Markowa o0 macierzy isy@naci:

M

-5 2 3
A= 2 -3 1
2 4 -6

3

CERIERE
\_/

odp. [14/49; 24/49; 11/49]

Przyktad.
Narysowa graf i wyznaczy rozktad graniczny procesu Markowa o macierzy isy@naci:
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-6 2 4
A=l 1 -2 1
3 4 -7

Przyjmupc, ze proces ma stany 0, 1, 2; obliézyranicza warta¢ oczekiwan.
Czy jest to proces ergodyczny?

Przyktad.
Przyjmupc, ze proces ma stany 0, 1, 2, 3; narysowaaf i wyznaczy rozktad graniczny procesu Markowa o macierzy isy@maci:
-8 2 2 4
1 -5 3 1
N\ =
2 1 -6 3
1 1 1 -3

Wypisa: rownania Kotmogorowa tego procesu. Oblicgyaniczm wartas¢ oczekiwang.
Odp. [5/37; 7/37; 8/37; 11/37], 2.

Przyktad.

Proces Markowa jest olgleny grafem

0] &[] 2]

Wyznaczy jego macierz intensywidoi i rownania Kotmogorowa.
Wyznaczy rozktad graniczny.

Przyktad.
Proces Markowa jest olgleny grafem

o) e A R

Wyznaczy jego macierz intensywioi i rownania Kotmogorowa.
Wyznaczy rozktad graniczny tego procesu. Obliégyraniczr wartas¢ oczekiwang.
Odp. [0,42; 0,42; 0,107; 0,03], ok. 0,75.
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Przyktad.
Sprawd, ze jelli proces Markowa ma macierz intensywaoio

gdziea,b,a+b>0
to jego macierz prawdopodoksw przejé¢ jest rowna

1 [b+ad@®t g—gda®h
P(t) = —a-b)t —a-bt
a+b|b-bd a+bé

Wyznaczy wektor p(t) dla rozkladu pogtkowego (1, 0).
Wyznaczy rozktad graniczny.

Proces Poissona.
Proces {N(t), & 0} nazywamyprocesem zliczagcym jesli N(t) oznacza catkowitliczb¢ badanych zdaraezaobserwowanych do chwili t.
Proces zliczacy musi spetni@warunki:
1) N(t)=0,
2) N(t) przyjmuje tylko catkowite wiasriai,
3) J&li s <tto N(s) N(t),
4) Dla s <t N(t) - N(s) jest réwne liczbie zdafizeaobserwowanych w przedziale (s, t],
Proces zliczay jest procesem przyrostach niezalenych jesli rozktady liczby zdarzé obserwowanych w rog¢éznych przedziatach czassy s
niezalene, np. N(t) nie zaley od N(t + s) - N(t).

Uwaga.
Kazdy proces o przyrostach niezailgch jest procesem Markowa.

Proces zliczacy jestprocesem jednorodnym(w czasie) gdy rozktad liczby zaobserwowanych zeaw przedziale czasu zale tylko od
diugcici tego przedziatu, np. N(# s) - N(t + s) ma taki sam rozkitad jak Bt N(ty).
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Proces Poissongest jednorodnym procesem Markowa o przyrostaebatenych o rozktadzie.
P(X,=0)=1

K
P(X, =k) =P(X,,, - X, =k) = (/]t) et

k!

k=0,1,.. A - intensywné¢ procesu) >0
parametry procesu Poissona
m(t) = At t>0,

tt—l dia t, <t,
K(t, ) = Amin(t,t,), Pl ) = i

tt—z diat, <t,

1
Uzasadnienie.

At k k-1
Poniewa P(X, =K) —%e tom(t) = E(X,)= Z kP(X, = k) = Z k-1 (M) Ate‘”tz ((Qt)l)l
Y o k k-1
E(xtz):ZkZP(xt => k 2(/“) ‘= Ate” “Zk ()~
k=0 ! (k= 1)'
At)kl ) (At)kl ) (At)k 1
= Ate™> (k- 11( = Ate™) (k- At =
> )(k 2 (k- e
e (A7 (At)
= (At 2 -t ( At = (1t 2 At
I AR Tl )+

Zstze(r:) = E(X2)~(E(X,))? = (M) + At = (At = At

Z jednorodnéci procesu dld; <t, mamy X, = X, =X, , =X, = X, , zatem sfd i z niezalgnoici otrzymamy

56



L.Kowalski Systemy Obstugi

R(t,,t,) = E(th D<t2): E[th (th + th—tl) = E( )+ E(X D<t2_t1)
- E(Xt12)+ e(x, )E(x, )

R(t,,t,) = (/]tl)2 At + AL D;l(tz _tl) =t + A,
0golnie
A+ A4t dlat, <t,

R(t,,t,) =
v {/]t2+/12t1t2 dat,<t,

Styd

At + 4t —AtAt, dlat, <t
K(tl’ tZ) :R(tl’tz)_m(tl)m(tz):{ 1 " it <t

A, + Pt - At dlat, <t

M, dlat, <t, _
= =Amin(t, t)
A, dlat,<t,
oraz
dla t, <t, 4L dla t, <t,
— K(tl’ tz) V/]t V/u L
p( b, tz) TN/ NN Y

D(tl)D(tZ) /]t t
——=—— dlat, <t 2
\//]—tlm 2= t dla t, <t

Zauwamy, ze th’xt1 s3 zawsze dodatnio skorelowane i sita zat®ci migdzy nimi znacznie spada gdy jedna z chwil jest ekedtnie

wigksza od drugiej.

Przyktady zjawisk modelowanych procesem Poissona.

- liczba wyemitowanych egtek przez ciato promieniotwdércze w pewnym przddaziaasu,
- liczba awarii systemu komunikacyjnego promieniotve@& w pewnym przedziale czasu,
- liczba zgtosz# do portalu internetowego w pewnym przedziale czasu

Uwaga.
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Funkcja f ma wiasni o(h) jeli Ihlrrg@ =0.

Inna fdbwnowazna definicja procesu Poissona

Proces zliczacy X(t) jest procesem Poissona o intensysena (A > 0) gdy:
a) X(0) =0,

b) X(t) jest stacjonarny i ma przyrosty niezale,

C) P{X(t) =1} = At +o(t) ,

d) P{X(t) =22} =o(t)

Graf procesu Poissona jest rasijgcy

[o] ™[] ™-[2] Dﬁ*[:’3]%*[4]5&*[53]5&*

Macierz intensywngci procesu Poissona ma pasta

-A A 0 0

O -4 412 0
N =

O 0 -4 1

Przyjmugc p(t) = (p(t), pu(t), ...) wektor rozktadu procesu w momencie t), to réwnanie Kotmogorowa p'(t) %)@ zapisujemy po
wspotrzdnych w postaci

Po(t) = =A py(t)

pi(t) ==A py () + 4 py (1)

Po(t) = =4 p, () +4 py(t)

P(t) = =4 ps(t) + 1 p,(t)

Przyjmujemy rozktad pogtkowy p(0) = (1, O, O, ...).
Rozwigzaniem tego ukfadu jest

p(t) = @ e

czyli
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1 21 Ki

(zauwamy, ze suma elementéw tego wektora wynosi jeden).
Zatem jednowymiarowy rozkiad tego procesu (tznkiad w dowolnej ustalonej chwili t) jest wyznaczqgomyez rozktad Poissona.

Problem.

T1 - czas pierwszego zgtoszenia,

Th-czas mgdzy n-1a n-tym zgtoszeniem,

Wyznaczy rozktad tych zmiennych losowych.

Rozwigzanie.

{T1 > t} oznacza zdarzeniee nie byto zgtoszenia w [0, t]P(T, >t) = P(X, =0) =e™
zatemP(T, <t)=1-e™ =F(t) (dystrybuanta rozktadu wyktadniczego).
Nastpnie zauwamy, ze z niezalenosci wynika

P(T, >tT,=9) = P{brak zgtosze w(s,s+t]T, = s} = P{brak zgtosz& w(s,s+t]} =e™
Zatem T, tez ma rozkiad wyktadniczy i jest niezatey od T;. Itd.

Whiosek.

Odstpy czasu midzy kolejnymi zmianami stanéw w jednorodnym proeeBbissonagsniezalenymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozktadzie wyktadniczym:

0 dla t<0

P(T <t) =
(T<0 {1—e‘”t dla t>0

Parametry tego rozktadu 6T = % DT = )I—lz

Twierdzenie.

Suma skaczonej liczby niezalmych proceséw Poissona jest procesem Poissona&gktqrarametr jest sunparametrow poszczegdlnych
procesow.

Przyktadowa realizacja procesu Poissona\dtd.

czas stan At - \/E A+ \/E
0,00 0 0,00 0,00
0,08 1 -0,24 0,91
0,33 2 0,18 2,48
0,41 3 0,36 2,93

59



L.Kowalski Systemy Obstugi

0,76 4 1,29 4,77
1,13 5 2,38 6,63
1,29 6 2,90 7,46
1,45 7 3,39 8,20
1,61 8 3,90 8,97
1,64 9 4,01 9,13
1,77 10 4,43 9,76
2,47 11 6,74 13,03
2,85 12 8,03 14,79
3,02 13 8,99 15,54
3,07 14 8,78 15,79
3,61 15 10,63 18,22
3,81 16 11,32 19,12
3,88 17 11,59 19,47
4,00 18 11,99 19,99
4,07 19 12,26 20,33
5,16 20 16,11 25,20
5,88 21 18,67 28,37
5,96 22 18,96 28,73
6,02 23 19,16 28,97
6,39 24 20,50 30,61
6,94 25 22,50 33,03
7,28 26 23,71 34,50
7,41 27 24,18 35,07
7,45 28 24,35 35,27
7,59 29 24,85 35,87
8,11 30 26,74 38,13
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Realizacja procesu Poissona A =4

m Wwartosci procesu

---e.-.$rednia - odch .st. --.e--.srednia + odch. st.

‘
.
,
Wy
u. L4
) A
.

0 BN e

0,00 050 1,00 150 200 250 3,00 350 400 450 500 550 600 650 7,00 7,50 800 850 9,00

Czas
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Uwaga.
P () =P(X, = | X, =i)=P(X, = X, = j=i)=

- dlaj>i,
=P(X,=j-i)= pj—i(t):(/.‘L.e_ﬂt :

(j-i)!
By t=0 dlaj<i,
_e‘”t Ate™ —(/]t)z _—
2!

tzn. P(t) = [pij (t)]: 0o e* e

0 0 e

Przyktad.
Sprawdzt, ze dla procesu Poissona zachodzi:
p(t) = p(O)P(t)

Przyktad.
Strumier zgtoszé do systemu telekomunikacyjnego jest procesem Poissona. Wiaglnmaensywngé tego procesu wynoai = 3 zgt/min.

a) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia co najwyej jednego zgtoszenia wagu 30 sekund,
b) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia trzech zgtosaew ciggu 30 sekund,
c) obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze czas midzy kolejnymi zgtoszeniamicolzie wigkszy niz 12 sekund,
d) ile sekund wynosiredni czas oczekiwania na pierwsze zgtoszenie?
Rozwizanie.
Ad. a) 30 sekund to 0,5 minuty, zatem odczyt tablicy rozkidu Poissona di&= 1,5 mamy.
P(Xos <D =P(Xy5 =0) +P(X,5=1) =0,223+0,335=0,558
Ad. b) analogicznie P(Xy5 =3) =0126
Ad. ¢) T — czas mgdzy zgtoszeniami. Jest to zmienna losowa o rozkladzie wyktadniczym. Parii@veakund to 0,2 minuty dk = 0,6 mamy.

P(T =202) =e%® =0,5488 (odczyt z tablicy dla k =X1,= 0,6).
Ad. d) E(T) = 14 = 1/3 = 20 sek.
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Przyktad.
Strumier awarii pewnego systemu jest modelowany proceseiss®ta. Wiadomoze przecitnie jedna awaria zdarzagsiaz na 50 godzin
(zatem intensywni tego procesu wynosi= 0,02 awarii/godz.).
a) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysspienia co najwyej jednej awarii w eigu 20 godzin,
b) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia co najmniej dwoch awarii wagu 20 godzin,
c) obliczy¢ prawdopodobigstwo bezawaryjnej pracy wagiu 20 godzin,
d) obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze czas midzy kolejnymi awariami édzie wigkszy niz 100 godzin,
e) obliczy¢ wartcg¢ oczekiwan bezawaryjnego czasu pracy tego systemu.

Przyktad.
Wyznaczy parametry i narysowgprzyktadowa realizacje procesu
Z(t) = X(t)-At

gdzie X(t) jest jednorodnym procesem Poissona o intensyeviAo

Przyktad.
Sprawd, ze macierz prawdopodolfistw przejcia procesu prze¢zania mgdzy stanami
{-1, 1} generowanego procesem Poissona, tzn. ptoces

ZO)=Z20)(-D*v, t=0

gdzie X(t) jest jednorodnym procesem Poissona o intens§gvioma postéa
E (1+ e—2/1t ) %(1_ e—2/1t )

P(t)=| 2
toe™) L)
Wskazowka.
p_y; (t) = p, 4 (t) = p(X(t) = l.nieparzpta) =g p(X(t) =2n+1) =
()™

_1 (1_ e—z,n)

=i(2n+1)!e 2

p—1—1(t) =1- p—n(t) ) pn(t) =1- p1,—1(t) .
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Proces urodzea i §mierci.
A - intensywndci urodzé, i = 0, 1, ...
4, - intensywndci smierci, j = 1, 2, ...

[O] D@*[l] ot [2] D@H
(_ﬂllj “na

pi () - prawdopodobistwo przejcia ze stanu i do stanu j po czasie t,
pi(t) majp wiasndgci:

i (t) = it + o(t),

pi,i+1(t) = )\it + O(t),

pii(t) =1 - Qi + )t + o(t),

pii(t) = o(t), dlaji-j|>1

i spetniaj uktad rowna Kotmogorowa:

dp; (t) _

*) dt j-1 p| J—1(t) (A + /'l ) p| j (t) /'l]+1 p| ]+1(t)

i warunki pocatkowep;;(0) = 1, p;(0) =0 dla #|.

Dalej rozpatrujemy proces urodzesmierci ze skaczom liczbg stanéw 0, 1, ...,

o 514 5 7 2]

Niech P(t) = [p(t)] stochastyczna macierz przap I, ] = O 1

Proces urodzei smierci jest jednorodnym procesem Markowa.

Dla procesu urodzei smierci macierz intensywr$oi ma posté&

A A 0 0 - 0 0 0 ]
o — (A1) A o - 0 0 0
s I
0 0 0 0 - Uy ~vatthy) Ava
| 0 0 0 o - 0 Hy, —Hy |
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ukiad rowna Kotmogorowa meéna zapisaw postaci macierzowey:

d o =
5P =POA

Rozwigzanie tego réwnania ma postl(t) = P(0)e™

PN/ Y LI L LY
gdzie € =1 + /At 2!/\ 3!/\

Przyjmupc p(t) = (p(t), pu(t), ..., mu(t)) (wektor rozktadu procesu w momencie t), to néwie Kotmogorowa p'(t) = pd@} zapisujemy po
wspotrzdnych w postaci

p(') (t) = _/]o Po (t) TPy (t)
PL(t) = Ao Po(t) = (A + 1) Pu(8) + 1, P, (1)
P, (t) = A, Py (t) = (A, + 14,) P, (1) + 145 P ()

p;u )= AN—l pN—l(t) ~ Hy Py ®
Przyjmujemy rozktad pogtkowy p(0) = (1, O, O, ...).

Uktad rowna Kotmogorowa:
d
— p(t) = p(t)A
pr p(t) = p(t)

ma rozwizanie postacip(t) = p(0)e™

t? t3
o @M= +FAt+F—NAZ+— NS+
gdzie € | + At 2!/\ 3!/\
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Uwaga.
Proces urodzei smierci ma dla intensywrdoi dodatnich rozktad graniczny postaci:
A A
M =———=—=M, i=1,2,..
M- 4
gdzie
1
M. =
0 1+ ZN: A AL
izt My

Zauwamy, ze skladowe wektora rozktadu granicznegognsaing rowrng 1.
Dowaod.
Zastosujemy sposob pierwszy. Rozpatrzmy réwnémie=0

-2 A 0 0 - 0 0 07 [0]
o —A+p) A 0 0 0 010
0 -1 A - 0

M, M, - N H Ahtih) A 0 0 1_(0
0 0 0 0 - fhy ~Aatihg) e 0
o o0 0 0 - 0 Iy ~#] 0]

czyli uktad réwna

=AM+, =0
/]ono_(/‘l'l':ul)nl"':uznz =0
Ay = (A + 1)1, + 445115 =0

/]N—lrl N T My =0
J&li przyjac, ze =AM, + N, =z; AN, +u,M,=2z;itd. to

66

N



L.Kowalski Systemy Obstugi
z, =0

z,-72=0
z,-2,=0

z, =0
stad z = 0 i przyjmujc Ny jako parametr mamy z warunkoéw unormowania poszakewzory.

Uwaga.
Jesli proces urodzei $mierci ma przeliczalpliczbe standw, to rozktad graniczny jest postaci
A A
I_Ii_—rlo‘ I=1,2, ..
M- 4
1
dzie M, = o
g R 3 AAp A
i Myl

2 AA A .
(zaktadamyze szereg) , ————= jest zbigny).
i=1 12 i

Przyktad.
Niech A, =A, 4, =iA,i=0, 1, ..., gdziel >0, dana stafa.
Zbadaj istnienie w tym przypadku prawdopodabie/ granicznych.

Przyktad (proces urodze).
A, - intensywndci urodze, i = 0, 1, ...

o °*~[a] **-[2] **-[3] =

Dla procesu urodze macierz intensywrigi ma posté&
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A Ay 0 0O --- 0 O 0o ..
0 -4 A4 O -0 0 0 -
0 0 -A, A - 0 O 0 -

/\:[/‘n]:

0 0 0 0 - 0 -A A

Przyjmujemyze p(t) = (p(t), pa(t), ...) (wektor rozkladu procesu w momencie tpzo pocz;tkowy_p(O) =(14,0,0,..).
Sprawd, ze rownanie Kotmogorowa p'(t) = pf®) ma dla tego procesu posta
Po (t) = =4, P, (1)
Py (t) = Ao Po (1) = A, Py (1)
p'z (t) = /]1 pl(t) _/]2 P, (t)

Przyktad.

W zaktadzie pracgjmaszyny, z ktérych Kala psuje siniezaleénie od pozostatych z intensywduig A = 3 maszyny/godz. Maszyny tg s

naprawiane przez robotnikéw. Niech X(t) oznaczalzepsutych maszyn w chwili t. Rozpatrzmy gpsjace przypadki:

1) s3 3 maszyny i 1 robotnik pracgy z intensywnécia 1maszyna/godz.

2) s3 3 maszyny i 2 robotnikow pracigych bez wspotpracy z intensywdoty 1maszyna/godz. key.

3) s34 maszyny i 2 robotnikéw pracigych bez wspotpracy z intensywdoty 1maszyna/godz. key.

4) s3 3 maszyny i 3 robotnikow pracayych z petg wspotprag z intensywnécia 1maszyna/godz. key.

5) s3 3 maszyny i 2 robotnikdéw pracugych z petg wspotprag z intensywnécia 1maszyna/godz. key.

6) s3 3 maszyny i 2 robotnikOw pracigych z ograniczanwspotprag (z intensywnécia 1maszyna/godz. kdy gdy pracuj osobno i z
intensywndcia 1,5maszyny/godz. gdy pragupzem).

W kazdym przypadku:

a) narysowa graf,

b) wyznaczy prawdopodobigstwa graniczne,

c) obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze zaden robotnik nie pracuje,

d) obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze przynajmniej jedna maszyna jest sprawna,

e) obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze przynajmniej jedna maszyna czeka na nagraw

f) obliczy¢ srednia liczlg zepsutych maszyn,

g) obliczy¢ srednia liczlg zagtych robotnikdw.

Ad. 2, [0,0129; 0,1164; 0,348; 0,523]; Ezm = 2,3;r = 1,86.

Ad. 4, [1/16; 3/16; 6/16; 6/16]; Ezm = 2,06; EzR:38.
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SMO

Systemy masowej obstugi (zastosowanie procesu afiodmierci) - przyktady:
- centrala telefoniczna,

- stacja benzynowa,

- kasa biletowa,

- system informatyczny.

Zatozenia:

n - liczba stanowisk obstugi,

m - liczba miejsc w poczekalni.

- strumier zgtoszé jest procesem Poissona z parametker0,

- czas obstugi ma rozktad wyktadniczy z parametpemO (intensywnéc obstugi),

- stanowiska dziatgjniezalenie,

- zgtoszenia ktore nagiig gdy wszystkie stanowiska obstugizagte przechodzdo poczekalni (jdi jest),

- jesli wszystkie stanowiska obstugi gagte | wszystkie miejsca w poczekalni zagte to zgloszenie opuszcza SMO.

X(t) - proces stochastyczny oznaceggj liczbe klientow w SMO w chwili t,
pi(t) = P(X(t) =), ]=0,1, 2, .... jestrozktadem tego procesu w chwili t
Najczsciej interesuyj nas prawdopodohistwa graniczne
c,=n, c=n,..,G=0n0,,..

SMO ze stratami (bez poczekalni), bez wspotpracy.
0 <n <eo, m=0
A =\ intensywné¢ zgtosza,

4; = J) intensywnéc obstugi | - tego stanowiska,

A A g g A
[O] ?ﬂm[l] ?Eﬁm[z] ?Eﬁm""?ﬁﬁﬁm [n_l] ?ﬁﬁm[n]

Prawdopodobigstwa graniczne (wzory Erlanga):
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. -1 N\—1

1 LA La’

C.=I.= = — | = —
s 1+ d+ A Ag +7)In [FO'UJJ!] (JZ‘O J!J

u” 22" 23

: A
gdzie a =—
M
yL aj
Cj:rlj |C _?CO‘ j=1,2 n
Kl j R
Wzory te wynikaj bezpdrednio ze wzoréw na rozktad graniczny dla procesaze i sSmierci bowiem:
1
CO - I_IO - n czynnikow -

—N
)I )ID1 AUALA ADATALLA
1+— +...+

u e g R AT uliy
1
WA P
u 2" T

Zauwamy, ze
A a’
_ 731 _
C = = .
J A AZ A3 An n a,]
1+—+ Tt —
a2 23 = !

i mnazac licznik oraz mianownik przee @ widzimy, ze poszczegolne sktadniki sdwne funkcji prawdopodobistwa rozktadu Poissona z
parametrenu
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A,
Wit
c .- |

| e“’+/]e + A e’ +/]3e +..
g2 3
a
—-€ :
_ J! __RQ)
Z ZFZ,(J)

j=0 ! j=0

zatem maemy wyznaczawartaci C; za pomog tablic rozktadu PoissonB, (
Poissona z parametrem).

n

un

—a

e

j=0,1,2,...n

0P, (j) =P(X =j) jest funkcy prawdopodobigstwa rozktadu

Uwaga
Jesli dysponujemy skumulowanym RPS i nieskumulowanym
c —RPNi)

(np. funkcja EXCELA) to“j RP$n)
Prawdopodobi@stwo odmowy = By, = C..
Prawdopodobigstwo obstugi = Bsi= 1 - G.
Srednia (graniczna) liczba z#ych stanowisk obstugi.

0 1 n

Co C1 G

o = lim E(X (1) = Zk[ﬂ: Zkaﬁc aZ(k = C, =
k! k=1

_az c aZC =q(C,+C,+...+C )=a(@-C, ) =a [P,

|0I

71

PNR

rozktadem

Poissona



L.Kowalski Systemy Obstugi
Uwaga

_ 1 C, =aC,=——
din=1to Cy = 1 0 )
Jeilin=1to “~o 1+ 1+a -
W tym przypadku M, =a(@-C)=alC,=C, =P..

Przyktad.

A
Rozpatrujemy SMO ze stratami, bez wspotpracy, nwyznaczymy prawdopodolfistwa graniczne dla #aych wartdci & =— i zbadamy

zaleznos¢ prawdopodobigstwa odmowy obstugidredniej liczby zajtych stanowisk odr .

wW poszczegoblnych kolumnach wpisane a3 S prawdopodobikstwa graniczne dla wala
a podanej w nagtowku kolumny. Pod tabgflodancdsrednie liczby zajtych stanowisk.

alfa 0,05 0,1 0,5 1 15 2 3 5 7 10
0,95123| 0,90484| 0,60654| 0,36810| 0,22413| 0,13761| 0,05435| 0,01094| 0,00303| 0,00068
0,04756| 0,09048| 0,30327| 0,36810| 0,33619| 0,27523| 0,16304| 0,05469| 0,02123| 0,00677
0,00119| 0,00452| 0,07582| 0,18405| 0,25214| 0,27523| 0,24457| 0,13674| 0,07429| 0,03384
0,00002| 0,00015| 0,01264| 0,06135| 0,12607| 0,18349| 0,24457| 0,22789| 0,17335| 0,11279
0,00000| 0,00000| 0,00158| 0,01534| 0,04728| 0,09174| 0,18342| 0,28487| 0,30337| 0,28198
0,00000| 0,00000| 0,00016| 0,00307| 0,01418| 0,03670| 0,11005| 0,28487| 0,42472| 0,56395

Al W|N| RO

Ims | 0,05 0,1] 0,4999] 09969 1,4787| 1,9266] 2,6698| 3,57566| 4,02696] 4,36
Dla pieciu wybranych wartéci @ rozktady graniczne zilustrowano graficznie.
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zalezno$¢ prawdopodobie nstw granicznych od alfa (n=5)
1,00000

—e— alfa=0,05 —=— alfa=0,5 alfa=1,5 alfa=3 —x— alfa=10 ‘

0,80000
0,60000

0,40000 N /
0,20000 AN //
0,00000 A_}Q<.; » .

0 1 2 3 4 5 6

stany

prawdopodobie Astwa
graniczne

Zauwamy, ze wraz ze wzrostem alfy $oie prawdopodobiestwo, ze zagta bpdzie wiksza liczba stanowisk.

Na drugim wykresie przedstawiono zaies¢ prawdopodobigstwa odmowy obstugi (£ od alfa. Wzrost intensywlo zgtoszé w stosunku
do intensywnéci obstugi tzn. wzrostt powoduje wzrost prawdopodolswa odmowy obstugi.

zalezno$é p-stwa odmowy od alfa (n=5)
0,60000
o  0,50000 -
2
(7]
‘= 0,40000 -
22
S 8 0,30000
g5
g © 0,20000 |
©
= 0,10000 /
0,00000 w»—o—o T T T T T
0 2 4 6 8 10 12
alfa




L.Kowalski Systemy Obstugi
Na trzecim wykresie przedstawiono zades¢ sredniej liczby zajtych stanowisk (m) od alfa. Wzrosta powoduje wzroséredniej liczby
zajtych stanowisk.

zalezno$¢ sredniej liczby zaj etych stanowisk od alfa (n=5)

»

N
O Ul TNl Wl AN 1 Ol
| | |

w

i

o

$rednia liczba zaj etych stanowisk

0 2 4 6 8 10 12
alfa
SMO ze stratami (bez poczekalni), z pelnwspotprac.
0 < n <oo, m=0 H; = N intensywné¢ obstugi | - tego stanowiska,

g e g b [~ 4] OB
[O] ?ﬁﬂm[l] ?ﬁﬁm[z] ?ﬁﬁm""?ﬁﬁm [n 1] ?ﬁﬁm[n]

Prawdopodobigstwa graniczne:
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d =1
. 1 gdy B
CO:1+,6’+l5’2+ +,6’”:< 1- B! '
( J ody B#1
\1-5
gdz|eﬁ:i:z
ng n

C, =B'C,- i=1,2,...n

Prawdopodobi@stwo odmowy obstugi to J&n = G..

SMO z ograniczonymi stratami, bez wspotpracy.

>0
" stanowiska obstugi poczekalnia
ot - ot - ot - 4l obo
[O] A0 [1] T o [ﬂ] ials [n+1]"'[n tm 1] Miils [n+ m] Prawdopodobigstwa graniczne:
-1
a o a" a

=1+ 4+ A+ | B+ B+ +
& ( 12 non b+s A )]

ca=l g A_a
gdzie 0 o n zatem
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Juats ﬁ(l_ﬂm)]_lgdy B#1

(kzk' n 1-8

" a* a
] Hmj W E=
=0

G, =4

a~
C = ?CO‘ k=1,2,..,n Cn+j =p'C, j=1,2, .., m
Uwaga dlak=0,1,2,...,n
oo
|4 R(K)

' dyf#1
o ﬁ(l ﬂ“) A ﬂ“) °
Cﬁ%ée n ZP(k) P~ "~/
RK

- gdys=1
D PR+P(Im

zatem do obliczemazna wykorzysta tablice rozktadu Poissona.
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SMO z ograniczonymi stratami, z peta wspotpraa.

m>0
stanowiska obstugi poczekalnia
b b [a] 0b ] ot
0] il 1] Emﬁ i [n| ?Eﬁ ) [n+1]...[n+m-1] EEﬁ i [n+m|

Prawdopodobigstwa graniczne:

-

1 _
. ] gdy =1
C0 :1+,8+,82+ +18n+m ) 1- grm+l 1
-7 gdy B#1
\ 1-5
gdzie ,3=i=£
ng n

C. =p'C,.

j=1,2,..,n+m

Prawdopodobigstwo odmowy obstudPodm = Gh+m:

SMO bez strat (nieskaiczenie wiele stanowisk), bez wspotpracy.
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n =00, A =\ intensywné¢ zgtosze, ;= ju intensywnec obstugi j - tego stanowiska,

[Q]?Sgh]?%&'”ﬁig[n]ﬁgéﬁmhr+ﬂ""

Prawdopodobi@gstwa graniczne:

. N\—1
00 a] /]
Co:( —j =e"“ dzie @ = —
,Z;‘ i J U
_A L a .
Cj —WCO—_JI Co j=1, 2,.., N, ..
Uwaga
_al . .
Q—Te =FR()) j=0,1,2,...,n, ...

zatem do oblicaz@mozna wykorzysta tablice rozktadu Poissona.

Uwaga. Ten typ SMO nie mee by rozpatrywany z pefnwspotprag obstugi.
SMO bez strat (nieskaiczenie diuga kolejka), bez wspétpracy.

m =oo
stanowiska obstugi poczekalnia

o ?gg[l] o n] L a2 ]

.'hEﬁ ] @Eﬁ ] ] (_Eﬁ 0 @Eﬁ Prawdopodobi@stwa graniczne

n Ak n -1
C( a_+1LJ
o K nNl1l-p8
A _a

zakladamyze ,3 - = F < 1 (arunek istnienia prawdopodobiaistw granicznych) zatem

nu
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a .
_ — N
C=—GCo k:1,2,...,nCn+j =B'C,- ji=1,2, ..

k!
a,k
P P,
Uwaga.dlak=0,1,2,..,n G=- p pe 7 =— a 7
D T D MA ORI A s
o K n 1-8 = 1-8

Uwaga.Podobnie dlgs < 1 mana rozpatrywa przypadek SMO z nieskozom poczekalni i petng wspétpracg stanowisk Wtedy

1 (Y _ i |
C°_1+ﬁ+ﬁ2+..._[1—ﬁ[; Ci=FC =12

SMO bez strat (zgtoszenia niecierpliwe), bez wspdaicy.
m =o
T, — czas oczekiwania w kolejce,

1-e" gdyt>0

P(T. <t) =
(<) 0 gdy t<0
Vv - intensywnec niecierpliwgci,
stanowiska obstugi poczekalnia
oty - ot - ot - oty -
[O] p [1] S [n] e [n +1].... e [n + m]
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Prawdopodobigstwa graniczne:

g o A
= Zk!+rﬂ£

k=0 nu+v
2 a ;
+ +...+ +...
(u+v)ru+2v) ™ (nu+v).(n+mw)

zakltadamyze powyszy szereg jest zbiny.
Zatem
c =2 c=2c

k_ﬁ 0" k=1,2,..,n n_ﬁ 0

yL

C.; =C

"(np+v). Ao+ jv) =12, ..
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Charakterystyki SMO.
my - $rednia liczba klientow w SMO (st. obst. lub pocZeia),
my - Srednia dtugéc¢ kolejki,

m,s - Srednia liczba zajych stanowisk,

L.Kowalski Systemy Obstugi

SMO z ograniczonymi stratami, bez wspotpracy.

Y - liczba zagtych stanowisk obstugi,

Y

1

n-1

n

p

0
G

G

. Cn-l

G+t Gt .. +Gim

m, =EY=a(1-C,,. . )=a P,

Z - liczba zagtych miejsc w poczekalni,

Z 0 1 m
p ici Cn+1 Cn+m
C{mg;&j dia f=1
m, =EZ=-

1-(m+D) A" +mag™"*
-8y

CnIB dla IBil

~
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X - liczba zgtoszéw SMO, X =Y +Z,

Zatem

My = EX=EY + EZ = m,s + my

Whiosek
J&ili m = 0 (brak poczekalni) to
EZ =0, EX =EY =a(l1-C)
Whiosek
J&lim=o to Gin—» 0 (gdy m— o)  oraz
1

EZ=C f——~

2

(1-5)

EY = a

tsyst- Sredni czas przebywania w SMO,

tsyst = Mia/A
twor - Sredni czas przebywania w kolejce,
tkol = Mi/A
Niech m =co (wtedyp < 1)
Z - czas oczekiwania zgtoszenia w kolejce.
1 dla z<0
P(Z>z)=< C

——n_gwzl-A)  dla z=0

1-p
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Klasyfikacja kolejek.
Priorytety obstugi:
FIFO (first in first of),
SIRO (selection in random order),
LIFO (last in first out).

Rozpatrywany przez nas priorytet to FIFO.
Klasyfikacja Kendalla:

X/ Xo/n (N, m),
X1 - rozktad czasu mdzy kolejnymi zgtoszeniami,
Xz - rozktad czasu obstugi jednego zgtoszenia,
n - liczba stanowisk obstugi,
N - liczebnd¢ obstugiwanej populacji,
m - liczba miejsc w poczekalni.
Dla rozktadow X, X, przyjeto m in. oznaczenia:
D - rozkiad deterministyczny (rowne oglsy czasu),
M - rozktad wyktadniczy,
G - dowolny rozktad,

Rozpatrywany przez nas markowskie SMO ma oznaczenie
M/M/n : (c0, m)

Przyktad.

Rozpatrujemy SMO ze stratami, bez wspotpracy,2 zgt./h;u = 4 zgt./h ¢ =A/u = 0,5).
Wyznacz minimalg liczbe stanowisk obstugi tak aby&, < 0,05.

Sposob 1.

Rozpatrujemy na przyktad n = 2.

2\1 -1 2
CO: 1+a+a_ = 1+1+l :E Clzgcozi C2:a_C0:i> 0,05
2! 2 8 13 13

Nalezy zatem zwgkszyc n.
Rozpatrujemy n = 3.

2 3\1? -1
Coz(l+a+%+%j :(1+1+}+ij :4_8
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a 24 a’ 6 a’ 1
wtedy C,=—C,=— C,=—C,=— C,=—C,==—<005
TR TS 22707 M TR (¢
Poniewa C;z = Pygm = 1/79 < 0,05 zatem powinny bprzynajmniej 3 stanowiska.

Sposaob 1l (z wykorzystaniem tablic rozktadu Poisgon

Rozpatrujemy na przyktad n =
c, =) - 05(2) 00758
Zp () PO +Ps+Ps( ~ 0,6065- 0303300758

Nalay zatem ZWgkszye n.

Rozpatrujemy n = 3.
C = Ps® 00126
PsO0+P:s)+Ps+P:0 ~ 06065 03033-00758-00126

Poniewa C;z = Pyym = 0,0126 < 0,05 zatem powinnydyrzynajmniej 3 stanowiska.

=0,012¢

Przyktad.

Rozpatrujemy SMO z jednym stanowiskiem obstugi.d&may jak zmienia 8iP,gm dla r&nych wartéci a gdy diugdé poczekalni rénie od m
=0dom=10.

W tym przypadkuw = 3. Poszczegoblne kolumny zawier&,y,, dla ustalonegf i roznych m.

|beta | 0,3 0,9| 1,5| 2,1 2,7|
m Podm Podm Podm Podm Podm

0 0,2308 0,4737 0,6000 0,6774 0,7297

1 0,0647 0,2989 0,4737 0,5872 0,6633

2 0,0191 0,2120 0,4154 0,5522 0,6417

3 0,0057 0,1602 0,3839 0,5370 0,6340

4 0,0017 0,1260 0,3654 0,5300 0,6313

5 0,0005 0,1019 0,3541 0,5267 0,6302

6 0,0002 0,0840 0,3469 0,5252 0,6299

7 0,0000 0,0703 0,3422 0,5245 0,6297

8 0,0000 0,0595 0,3392 0,5241 0,6297

9 0,0000 0,0508 0,3372 0,5240 0,6296

10 0,0000 0,0437 0,3359 0,5239 0,6296
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Zalezno$¢é Podm od mdla r6 znych beta
‘—o—beta:O,S —=—beta=0,9 beta=1,5 beta=2,1 —x—beta=2,7

0,8000

0,7000 T~
0,6000 - -

0,5000
0,4000 AN

0,3000 | \\
0,2000 ™

0,1000 ~— —
0,0000 e . . . . . .

0 2 4 6 8 10
diugo $¢€ poczekalni

*
*
*
*
*
*

Podm

Jak wid& P,gm maleje gdy rénie liczba miejsc w poczekalni.

Zadanie 1.
Rozpatrujemy SMO ze stratami, bez wspétpraoeinio klienci zgtaszajsie co 20 minut,
asredni czas obstugi jednego klienta wynosi 5 minut.
Wyznacz minimalg liczbe stanowisk obstugi tak aby&, < 0,01.
Dla tak wyznaczonej liczby stanowisk oblicz prawddpbieistwo:
- tego,ze w SMO nie ma klientéw,
- tego,ze w SMO jest przynajmniej jeden klient,
- tego,ze w SMO jest najwiej jeden klient,
- tego,ze czas midzy kolejnymi zgtoszeniami przekracza 0,5 godziny,
Wyznaczsredng liczbe klientow w SMO. Wyznacgrednig liczbe zagtych stanowisk.
Zadanie 2.
Rozpatrujemy SMO ze stratami z jednym stanowiskabstugi. Wiadomoze prawdopodobiestwa odmowy obstugi wynosi 0,375 oraz
srednio klienci zgtaszajsi¢ co 20 minut. lle wynosiredni czas obstugi jednego klienta w tym SMO?
Odp. 12 minut

Zadanie 3.
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Rozpatrujemy SMO ze stratami, bez wspotpracy z davetanowiskami obstugi. Wiadomize prawdopodobiestwa odmowy obstugi wynosi
0,2 orazgze sredni czas obstugi jednego klienta w tym SMO wyridsminut. lle wynosi intensyws6é zgtoszé w tym SMQO?
Odp.a =1 wiec A = = 6zgl/godz

Zadanie 4.
Rozpatrujemy SMO ze stratami, bez wspoétpracy. \Wiaal, ze intensywnéé zgtoszé jest rowna intensywrei obstugi.Srednia liczba zatych
stanowisk wynosi a) 0,5 b) 0,8
lle jest stanowisk obstugi w tym SMO?
Odp.a)1 b)2

Zadanie 5.
Rozpatrujemy SMO z ograniczonymi stratami, bez Wspgy z jednym stanowiskiem obstugi i jednym niejs w poczekalni. . Wiadomge
intensywna¢ zgtosza jest rowna intensywrdoi obstugi. Wyznacz Bmi mgs.

Odp. G=C =G =1/3wkCc P, gm=1/3ims=1

Zadanie 6.

Rozpatrujemy SMO z ograniczonymi stratami, bez Wsp@y, srednio klienci zgtaszajsic co 30 minut, aredni czas obstugi jednego klienta wynosi
réwniez 30 minut. W poczekalnig®2 miejsca. Wyznacz minimajdiczbe stanowisk obstugi tak abyd < 0,001.

Dla tak wyznaczonej liczby stanowisk oblicz prawddpbigistwo:

- tego,ze w SMO nie ma klientéw,

- tego,ze w SMO jest przynajmniej dwoch klientow,

- tego,ze w poczekalni jest najwgj jeden klient,

Wyznaczsredng liczbe klientow w SMO. Wyznacgredng liczbe zagtych stanowisk.

Wyznaczsredng liczb¢ zagtych miejsc w poczekalni.

Zadanie 7.

Rozpatrujemy SMO bez strat (niegskaona poczekalnia), mamy dwa kanaty obstugi bezdtpsacy,srednio klienci zgtaszajsie co 15 minut, dredni czas
obstugi jednego klienta wynosi réwaié5 minut. Oblicz prawdopodolfistwo:

- tego,ze w SMO nie ma klientéw,

- tego,ze w SMO jest przynajmniej dwoch klientow,

- tego,ze w poczekalni jest najvigj trzech klientow,

Wyznaczsredng liczbe klientow w SMO. Wyznacgredny liczbg zagtych stanowisk.

Wyznaczsredng liczbe zagtych miejsc w poczekalni.

Zadania powt.
Zadanie 1.
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Wyznaczy parametry proces (t) = At* + B, gdzie A, B to zmienne losowe nieskorelowahena rozktad Poissona z

parametrem 2, B jest zmienn losowy skokowg

o funkcji prawdopodobiestwa: P(B = -1) = 0,25; P(B =0) =0,5; P(B = 10,25

Zadanie 2.

Wyznaczy parametry procesX(t) = A€ +Be™, gdzie A, B to zmienne losowe

o parametrach: EA = 1; EB = 0, F/®= 2, D’B = 2; wspdiczynnik korelacji ratlzy tymi zmiennymi wynosi -0,75.
Zadanie 3.
Wyznaczy parametry procesX (t) = At+B, gdzie A, B to zmienne losowe

o parametrach: EA = 0; EB = -1, i macierzy kowatjam :{_11 _4}
Zadanie 4.,
Narysowa graf tego tacucha:
0 05 05
P=/05 0 05
05 05 O
Jeli istnieje rozktad ergodyczny tegodeucha , to wyznaczygo.
Zadanie 5.
Wyznaczy rozktad ergodyczny fecucha Markowa o macierzy §jeistnieje).

Narysowa graf taicucha.
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111
4 2 4
11450
02 03 05 p=[2 2
a) P=|05 0 05 b) 1141
0 02 08 4 2 4
010E
. 4 4 |

Zadanie 6.

Proces (tacuch Markowa) przyjmuje warfoi -1, 0, 1. Rozktad pogikowy p(0) = [0, O, 1]. Macierz P ma poéta
02 03 05
P{o,s 0 0,5}
0 02 08

Narysowa graf taicucha. Wyznaczy
1. Rozkiad prawdopodohbistwa po 2 krokach (tzn. wektor p(2))
2. Warta¢ oczekiwan procesu po 2 krokach.
3. Graniczr wartag¢ oczekiwag.

Zadanie 7.

Narysowa graf i wyznaczy rozktad graniczny procesu Markowa o0 macierzy isy@maci:

-2 2 0
A= 0 -4 4
2 0 -2
Wyznaczy granicz wartag¢ oczekiwag. Wyznaczy graniczr wariancg.

Zadanie 8.

W zaktadzie pracgjmaszyny, z ktorych kala psuje si niezalenie od pozostatych z intensywduig A = 2 maszyny/godz.
Maszyny te g naprawiane przez robotnikdw z intensywrig 4 maszyny/godz. kaly.
. Niech X(t) oznacza liczbzepsutych maszyn w chwili t. Rozpatrzmy gpsjace przypadki:
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7) sa 4 maszyny i 2 robotnikow praaaych bez wspoétpracy .
8) s3 4 maszyny i 2 robotnikow praaaych z pelg wspotprasg.
9) s3 4 maszyny i 2 robotnikbw pracegych z ograniczan wspolprag (z intensywnécia 4maszyny/godz. kaly gdy
pracup osobno i z intensywrdoiag 2 maszyny/godz. gdy pragugzem).

W kazdym przypadku:

h) narysowa graf,

1) wyznaczy prawdopodobigstwa graniczne,

]) obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze zaden robotnik nie pracuje,

k) obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze doktadnie jedna maszyna jest sprawna,

[) obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze przynajmniej jedna maszyna czeka na nagraw
m) obliczy¢ srednia liczlg zepsutych maszyn,

n) obliczy¢ srednia liczlg zagtych robotnikow.

Zadanie 9.

Strumien awarii pewnego systemu jest modelowany procesess®tma. Wiadomoze przecgtnie jedna awaria zdarzaesi
raz na 20 godzin.
e) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia doktadnie jednej awarii wagju 10 godzin,
f) obliczy¢ prawdopodobigstwo wystpienia najwyej dwoch awarii w ggu 10 godzin,
g) obliczy¢ prawdopodobigstwo bezawaryjnej pracy wagu 10 godzin,
h) obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze czas midzy kolejnymi awariami gdzie wikszy niz 50 godzin,
1) obliczy¢ wartas¢ oczekiwarl bezawaryjnego czasu pracy tego systemu.
Zadanie 10.
Strumiei zgtoszé abonentéw do centrali telefonicznej jest proceBaissonaSrednio zgtasza sil5 abonentéw w ggu
godziny.
a) oblicz prawdopodobiestwo,ze w cagu 20 minut do centrali zgtosigsi
) czterech abonentow,
II) co najwyzej jeden abonent,
b) oblicz prawdopodobiestwo,ze czas oczekiwania na kolejnego kliengdzie wynosit od 20 do 40 minut,
Zadanie 11.
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Do SMO naptyrto zgtoszenie i rozpogka sk jego obstuga. Wiadomae A = 4zgt/h;
M = 2zgt/h.
Obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze w czasie T = 15 minut
a) naptynie kolejne zgtoszenie,
b) zakaczy sk obstuga zgtoszenia.
Zadanie 12.

Rozpatrujemy SMO ze stratami, z petmspotprag, srednio klienci zgtaszajsie co 30 minut, d&redni czas obstugi jednego
klienta wynosi 15 minut.

Wyznacz minimala liczbe stanowisk obstugi tak aby < 0,02.

Dla tak wyznaczonej liczby stanowisk oblicz prawddpbieistwo:

- tego,ze w SMO nie ma klientéw,

- tego,ze w SMO jest dokladnie jeden klient,

- tego,ze w SMO jest najwiej jeden Klient,

- tego,ze czas midzy kolejnymi zgtoszeniami przekracza 0,25 godziny,

Wyznaczéredng liczbe klientéw w SMO.

Wyznaczsredng liczbe zagtych stanowisk.

Zadanie 13.

Rozpatrujemy SMO z ograniczonymi stratami, z pe#spotprag, srednio klienci zgtaszajsie co 20 minut, dredni czas
obstugi jednego klienta wynosi 10 minut. W poczekgest 1 miejsce. Wyznacz minimalticzbe stanowisk obstugi tak
aby Ram< 0,01.

Dla tak wyznaczonej liczby stanowisk oblicz prawddpbieistwo:

- tego,ze w SMO nie ma klientéw,

- tego,ze w SMO jest doktadnie dwoch klientéw,

- tego,ze w poczekalni nie ma klientéw,

Wyznaczéredni liczbe klientéw w SMO.

Wyznaczsredng liczbe zagtych stanowisk.

Wyznaczsredng liczbe zagtych miejsc w poczekalni.

Zadanie 14.
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Rozpatrujemy SMO bez strat (nieskaona poczekalnia), mamy jeden kanat obskrggnio klienci zgtaszajsie co 30

minut, asredni czas obstugi jednego klienta wynosi rowr#® minut. Oblicz prawdopodokistwo:
- tego,ze w SMO nie ma klientow,

- tego,ze w SMO jest dokladnie jeden klient,

- tego,ze w poczekalni jest najwgj dwoch klientéw,

Wyznaczéredng liczbe klientéw w SMO.

Wyznaczsredng liczbe zagtych stanowisk.

Wyznaczsredng liczbe zagtych miejsc w poczekalni.

Zadanie 15.

W SMO z ograniczonymi stratami bez wspotpracy stask jest jedno stanowisko obstugi= 4zgt/h; u = 4zgh/h.
Wyznaczy minimalm liczbe miejsc w poczekalni tak, abydp, < 0,005.

Dla tak wyznaczonego m oblicz

a) sredng liczbe klientow w SMO,

b) sredng liczbe zagtych stanowisk,

c) sredng liczbe klientow w poczekalni,

Obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze czas midzy zgtoszeniami przekroczy

30 minut.

Procesy stochastyczne. Uzupetnienie.

Niestacjonarny strumien Poissonato strumié zdarzé w ktorym intensywnét jest funkcjy czasuA(t). Dla takiego
strumienia liczba zdaraezachodgcych w przedziale {t 1 + t;) ma rozktad Poissona

P(X(ty, 1) = k) = p,(ty,7) :%e'”~ k=0 1, ..
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gdzie A= IA(t)dt
to

Rozktad czasu nadzy kolejnymi zdarzeniami magtasé
—toﬁ(t)dt
f (1) =A(t, +t)e © t>0

Przyktad.
a) Wyznacz powyszy gestas¢ gdy A(t) = 2 + 3t.
b) DlaA(t) z punktu a) oblicz prawdopodolswo pojawienia gico najmniej jednego zdarzenia w przedziale czAash)(

i P(X (0,At) 21
c) DlaA(t) z punktu a) obliczIM P(X (0,40 = 1)

Strumien Palmy (strumigi 0 ograniczonej parti) to strumié w ktdrym czasy midzy kolejnymi zgloszeniamias
niezalene. Gdy ich rozktad jest ustalony to strumigalmy jesstacjonarny.

(Jednorodny (stacjonarny) strumi®oissona jest stacjonarnym strumieniem Palmytaggmarny strumie Poissona nie
jest strumieniem Palmy bo pagtek kolejnego przedziatu zake od kaca przedziatu poprzedniego).

Twierdzenie. Jgli strumien zgtoszé systemu kolejkowego jest strumieniem Palmy o wgkiezym czasie obstugi to
strumier zgtoszé otrzymupcych odmow obstugi jest rownie strumieniem Palmy.

W szczegdlnéxi jesli strumien wejsciowy jest prosty (Poissona) to strumiegtoszeé nie obstionych nie jest prosty.
Strumien Erlanga rzedu k to strumié@ Poissona w ktorym k kolejnych zgtogzedrzucamy akceptyg (k + 1) - sze
zgtoszenie itd. Dla k = 0 strunfi€crlanga jest strumieniem Poissona.

Rozklad czasu mdzy zgtoszeniami w strumieniu Erlanga ma rozkiladamiga k - tego rdu (suma k niezaklmych
rozktadow wyktadniczych) oggtasci
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f (t) — (At) —/]t

t>0

I dystrybuancie

k
F(t)=P(T <t) = ZQ t>0
Strumien Erlanga jest strumieniem Palmy.

Przyktad.
Strumier prébkowanych sygnatow pewnego systemu jest stnieme Erlanga 5 - tego ¢du. Wiadomoze intensywnéé
wyjsciowego strumienia wynodi = 0,1 sygn./min.).
]) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia co najwyej jednego sygnatu
w ciggu 10 min,
k) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia co najmniej trzech sygnatu
w ciggu 10 min,
[) obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze czas midzy kolejnymi sygnatamiduzizie wikszy niz 20 min,
m) obliczy¢ warta¢ oczekiwan i wariancg rozktadu Erlanga.

p - przeksztatcenie strumienia Palmy.
Kazde zgtoszenie z prawdopodolséwvem p pozostaje w strumieniu a z prawdopoddiveem g = 1 - p jest odrzucane.

p - przeksztatcenie strumienia Palmy jest struneieniPalmy.

Dla strumienia Poissona p - przeksztatcenie jegtrseniem Poissona z parametrgm

Przyktad.
Strumier zgtoszé jest modelowany procesem Poissona. Wiadaraoprzeattnie jedno zgtoszenie zdarza saz na 20
godzin . Zgtoszenia z tego strumienia podlgg&iceptacii z prawdopodohigtwem 0,25 ( p = 0,25).
a)  obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia co najwyej jednego zgtoszenia wagu 40 godzin,
b)  obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia co najmniej czterech zgtoazas ciggu 40 godzin,
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c)  obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze czas midzy kolejnymi zgtoszeniamigolzie wigkszy niz 200 godzin,
d) obliczy¢ wartas¢ oczekiwan czasu midzy zgtoszeniami.
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Dodatek 3. Tablica rozktadu Poissona i tablica skuniowanego rozktadu Poissona.

Poisson-f.prawdopodobie nAstwa

alfa n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0,01 0,9900| 0,0099| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000
0,05 0,9512| 0,0476| 0,0012| 0,0000( 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,1 0,9048| 0,0905| 0,0045| 0,0002| 0,0000| 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,2 0,8187| 0,1637| 0,0164| 0,0011| 0,0001| 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,3 0,7408| 0,2222 0,0333| 0,0033| 0,0003| 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,4 0,6703| 0,2681| 0,0536| 0,0072| 0,0007| 0,0001| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,5 0,6065| 0,3033| 0,0758| 0,0126| 0,0016| 0,0002| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,6 0,5488| 0,3293| 0,0988| 0,0198| 0,0030| 0,0004| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,7 0,4966| 0,3476| 0,1217| 0,0284| 0,0050| 0,0007| 0,0001| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,8 0,4493| 0,3595| 0,1438| 0,0383| 0,0077| 0,0012| 0,0002| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
0,9 0,4066| 0,3659| 0,1647| 0,0494| 0,0111| 0,0020| 0,0003| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1 0,3679| 0,3679| 0,1839| 0,0613| 0,0153| 0,0031| 0,0005| 0,0001| 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,1 0,3329| 0,3662| 0,2014| 0,0738| 0,0203| 0,0045| 0,0008| 0,0001| 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,2 0,3012| 0,3614| 0,2169| 0,0867| 0,0260| 0,0062| 0,0012| 0,0002| 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,3 0,2725| 0,3543| 0,2303| 0,0998| 0,0324| 0,0084| 0,0018| 0,0003| 0,0001| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,4 0,2466| 0,3452| 0,2417| 0,1128| 0,0395| 0,0111| 0,0026| 0,0005| 0,0001| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,5 0,2231| 0,3347| 0,2510| 0,1255| 0,0471| 0,0141| 0,0035| 0,0008| 0,0001| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,6 0,2019| 0,3230| 0,2584| 0,1378| 0,0551| 0,0176| 0,0047| 0,0011| 0,0002| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,7 0,1827| 0,3106| 0,2640| 0,1496| 0,0636| 0,0216| 0,0061| 0,0015| 0,0003| 0,0001| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,8 0,1653| 0,2975| 0,2678| 0,1607| 0,0723| 0,0260| 0,0078| 0,0020( 0,0005| 0,0001| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
1,9 0,1496| 0,2842| 0,2700| 0,1710| 0,0812| 0,0309| 0,0098| 0,0027| 0,0006| 0,0001| 0,0000{ 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
2 0,1353| 0,2707| 0,2707| 0,1804| 0,0902| 0,0361| 0,0120| 0,0034| 0,0009| 0,0002| 0,0000{ 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
2,2 0,1108| 0,2438| 0,2681| 0,1966| 0,1082| 0,0476| 0,0174| 0,0055| 0,0015| 0,0004| 0,0001| 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
2,4 0,0907| 0,2177| 0,2613| 0,2090| 0,1254| 0,0602| 0,0241| 0,0083| 0,0025| 0,0007| 0,0002| 0,0000| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
2,5 0,0821| 0,2052| 0,2565| 0,2138| 0,1336| 0,0668| 0,0278| 0,0099( 0,0031| 0,0009| 0,0002| 0,0000| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
2,6 0,0743| 0,1931] 0,2510| 0,2176| 0,1414| 0,0735| 0,0319| 0,0118| 0,0038| 0,0011| 0,0003| 0,0001| 0,0000{ 0,0000{ 0,0000| 0,0000
2,8 0,0608| 0,1703| 0,2384| 0,2225| 0,1557| 0,0872| 0,0407| 0,0163| 0,0057| 0,0018| 0,0005| 0,0001| 0,0000| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
3 0,0498| 0,1494| 0,2240| 0,2240| 0,1680| 0,1008| 0,0504| 0,0216( 0,0081| 0,0027| 0,0008| 0,0002| 0,0001| 0,0000{ 0,0000| 0,0000
3,5 0,0302| 0,1057 0,1850| 0,2158| 0,1888| 0,1322| 0,0771| 0,0385| 0,0169| 0,0066| 0,0023| 0,0007| 0,0002| 0,0001| 0,0000| 0,0000
4 0,0183| 0,0733] 0,1465| 0,1954| 0,1954| 0,1563| 0,1042| 0,0595| 0,0298| 0,0132| 0,0053| 0,0019| 0,0006| 0,0002| 0,0001| 0,0000
5 0,0067| 0,0337| 0,0842| 0,1404| 0,1755| 0,1755| 0,1462| 0,1044| 0,0653| 0,0363| 0,0181| 0,0082| 0,0034| 0,0013| 0,0005| 0,0002
8 0,0003| 0,0027| 0,0107| 0,0286| 0,0573| 0,0916| 0,1221 0,1396| 0,1396| 0,1241| 0,0993| 0,0722| 0,0481| 0,0296( 0,0169| 0,0090
10 0,0000| 0,0005| 0,0023| 0,0076| 0,0189| 0,0378| 0,0631| 0,0901| 0,1126| 0,1251| 0,1251| 0,1137| 0,0948| 0,0729( 0,0521| 0,0347
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Poisson p-stwo skumulowane (dystrybuanta prawostron nie ciagta)

alfa n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0,01 0,9900] 1,0000] 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000/ 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000/ 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000
0,05 0,9512| 0,9988| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000] 1,0000( 1,0000
0,1 0,9048| 0,9953| 0,9998| 1,0000( 1,0000| 1,0000/ 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
0,2 0,8187| 0,9825| 0,9989| 0,9999( 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000] 1,0000( 1,0000
0,3 0,7408| 0,9631| 0,9964| 0,9997| 1,0000| 1,0000/ 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000
0,4 0,6703| 0,9384( 0,9921| 0,9992( 0,9999| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
0,5 0,6065| 0,9098( 0,9856| 0,9982( 0,9998| 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
0,6 0,5488| 0,8781| 0,9769| 0,9966( 0,9996| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000/ 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
0,7 0,4966| 0,8442| 0,9659| 0,9942( 0,9992| 0,9999| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000] 1,0000( 1,0000
0,8 0,4493| 0,8088| 0,9526| 0,9909( 0,9986| 0,9998| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000] 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000
0,9 0,4066| 0,7725| 0,9371| 0,9865( 0,9977| 0,9997( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
1 0,3679| 0,7358( 0,9197| 0,9810( 0,9963| 0,9994( 0,9999| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
11 0,3329| 0,6990| 0,9004| 0,9743| 0,9946| 0,9990| 0,9999| 1,0000( 1,0000| 1,0000/ 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000
1,2 0,3012| 0,6626( 0,8795| 0,9662( 0,9923| 0,9985| 0,9997| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000] 1,0000( 1,0000
1,3 0,2725| 0,6268| 0,8571| 0,9569| 0,9893| 0,9978| 0,9996| 0,9999( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000
1,4 0,2466| 0,5918| 0,8335| 0,9463( 0,9857| 0,9968| 0,9994| 0,9999| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000] 1,0000( 1,0000
15 0,2231] 0,5578| 0,8088| 0,9344| 0,9814| 0,9955| 0,9991| 0,9998( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
1,6 0,2019| 0,5249| 0,7834| 0,9212 0,9763| 0,9940| 0,9987| 0,9997( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
1,7 0,1827| 0,4932| 0,7572| 0,9068( 0,9704| 0,9920( 0,9981| 0,9996| 0,9999| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
1,8 0,1653| 0,4628| 0,7306| 0,8913| 0,9636| 0,9896| 0,9974| 0,9994( 0,9999| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000
1,9 0,1496| 0,4337| 0,7037| 0,8747( 0,9559| 0,9868| 0,9966| 0,9992| 0,9998| 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000] 1,0000( 1,0000
2 0,1353| 0,4060| 0,6767| 0,8571| 0,9473| 0,9834| 0,9955| 0,9989( 0,9998| 1,0000| 1,0000( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000
2,2 0,1108| 0,3546( 0,6227| 0,8194( 0,9275| 0,9751| 0,9925| 0,9980| 0,9995| 0,9999| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
2,4 0,0907| 0,3084| 0,5697| 0,7787( 0,9041| 0,9643| 0,9884| 0,9967| 0,9991| 0,9998| 1,0000| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
2,5 0,0821| 0,2873| 0,5438| 0,7576| 0,8912| 0,9580| 0,9858| 0,9958( 0,9989| 0,9997| 0,9999( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
2,6 0,0743| 0,2674| 0,5184| 0,7360( 0,8774| 0,9510( 0,9828| 0,9947| 0,9985| 0,9996| 0,9999| 1,0000| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
2,8 0,0608| 0,2311]| 0,4695| 0,6919| 0,8477| 0,9349| 0,9756| 0,9919( 0,9976| 0,9993| 0,9998( 1,0000( 1,0000| 1,0000| 1,0000| 1,0000
3 0,0498| 0,1991| 0,4232| 0,6472( 0,8153| 0,9161| 0,9665| 0,9881| 0,9962| 0,9989| 0,9997| 0,9999| 1,0000( 1,0000| 1,0000( 1,0000
3,5 0,0302| 0,1359| 0,3208| 0,5366| 0,7254| 0,8576| 0,9347| 0,9733( 0,9901| 0,9967| 0,9990( 0,9997( 0,9999| 1,0000| 1,0000| 1,0000
4 0,0183| 0,0916| 0,2381| 0,4335| 0,6288| 0,7851| 0,8893| 0,9489( 0,9786| 0,9919| 0,9972( 0,9991| 0,9997| 0,9999| 1,0000| 1,0000
5 0,0067| 0,0404| 0,1247| 0,2650( 0,4405| 0,6160| 0,7622| 0,8666| 0,9319| 0,9682| 0,9863| 0,9945| 0,9980( 0,9993| 0,9998| 0,9999
8 0,0003| 0,0030| 0,0138| 0,0424| 0,0996| 0,1912| 0,3134| 0,4530( 0,5925| 0,7166| 0,8159( 0,8881| 0,9362| 0,9658| 0,9827| 0,9918
10 0,0000| 0,0005( 0,0028| 0,0103( 0,0293| 0,0671| 0,1301| 0,2202| 0,3328| 0,4579| 0,5830| 0,6968| 0,7916( 0,8645| 0,9165| 0,9513
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