L.Kowalski —ProcesyProcesy Markowa

Dyskretne procesy Markowa.

Rozpatrujemy proces stochastyczny W ktérym parametr t jestagty (zwykle t= 0).
Bedziemy zaktadg ze zbior standw jest co najwsj przeliczalny.

Proces X jest procesem Markowg jesli dla dowolnego n, dla dowolnych chwil czasu
to < t; <...<t, oraz dowolnych standw X, yg,X.., % spetniona jest zat@os¢:

PX, = VX, =X X, =X X, =% =PIX, =YX, =]

Proces Markowa jest jednorodny w czasieeliedla dowolnych stanéw x, y oraz chwil czasu
t1 <t mamy

P{th = y‘th = x}z p(x, y.t, —tl)
co oznaczaze prawdopodobiestwo przejcia ze stanx do stanwy w czasie od momenty t

do momentu it zalery tylko od r&nicy t- t;, a nie zalgy od momentu wyjciowego t (w
szczegolnéci moze to by zawsze chwila 0).

Przyjmijmy oznaczenieF’{Xtn = j‘Xto = i} = p; (t) gdziet=f-to, th> fo.
Niech P(t) = [p(t)] macierz prawdopodobigstw przejicia
i,j=0,1, ..., N (dla skiiczonegj liczby standw).

Poo(t)  Pos(t) - Poy ()

o= B0 DT B

pNO(t) le(t) pNN(t)

Jest to macierz stochastyczna.

Zaleznosé
p;(s+t) = Z Pu (t) P (9)
K

nazywamyroéwnaniem Chapmana - Kotmogorowa
Wynika z niej,ze
P(s+t) = P(s)P(t) = P(t)P(s)
Uwaga.
Niech p(t) = P(X% =) - prawdopodobigstwo,ze w chwili t proces znajdziegsw stanie i.

Takie prawdopodobisstwa nazywamy niekiedyprawdopodobienstwami catkowitymi
(p. ponizsza wiasnx).

wewy  PO=Y 0,000

Niech p(t) = (R(t), pu(t), ... , pu(t)) (rozktad procesu w chwili t)
Wtedy p(t) = p(0)P(t)
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Zaktadamyze funkcje p(t) sa ciagte w punkcie t = 0, oraz
iim p- (1) :{1 da j =i
P da gz
Wtedy g ciggte w dowolnym innym punkcie.
Istnieje te wtedy (chocia moze by nieskaiczona) granica prawostronna

im*=28 - —p @

m()

oraz skaczona granica prawostronrifm— = pIJ ©)

Dla wygody przyjmiemy oznaczenia

o= A daj=i
HMW—{% dia j #i
Wielkosci te nazywamyintensywnasciami przejscia ze stanu i do stanu j gdy#i, oraz
intensywnasciami wyjscia ze stanu i (do pozostatych stanow) gdy i =j.

m()
m

Poniewa I| pi'j 0)=4;, to A, dla j#i s3 gestasciami prawdopodobigstwa

przegcia ze stanu i do stanu j, oraz dla matych t mamyt) = A, i, co oznaczaze dla
matych t prawdopodobigstwo przejcia ze stanu i do stanu j jest proporcjonalnetdo
wspotczynnikiem proporcjonaldoi jest intensywn& A; (gdy intensywnéc przefcia jest
zerowa to takie prawdopodohstwo jest zerowe.

Podobnie dla matychmamyl- p. (t) = -A, .

Okreslamy macierz intensywndci A o elementach rownym intensywsotom A; (dla
skaiczonej liczby stanow)

Wiasndgci macierzy intensywrigi

a) A <0, wyrazy na gtownej przeknej ¢ niedodatnie,
b) Ajj =0 dlai#]j wyrazy poza przeitna s3 nieujemne.
c) 24 =0 suma wyrazow kdego wiersza jest rowna 0
dowdd c)
2pj(t)=1 suad > pjt)+p;(t)-1=0 |:t
i j#i

(T . _ - (T .. -
> PO, pi® 10 zatem iim 3 Pi (), pi(®) -1 =0
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czyli Z /]ij +/1ii =0
j#i

Macierzg intensywndaci nazywamy kada macierzA taks, ze:
a) elementy pozadiagonalng sieujemne,

b) elementy diagonalne siiedodatnie,

c) suma elementow w kdym wierszu wynosi O.

Uwaga.
J&li A\ jest macierz intensywngci to macierz
P= i/\ +1
m

(gdzie -m < 0 jest najmniejszym elementem maciérflezy na gtdbwnej przeknej\))
jest macierz stochastyczn

Wartcici wkasne macierzy intensywm maj zawsze modut nie wkszy niz 2m, ich czs¢
rzeczywista migci sic w przedziale [-2m, 0].

Dalej kedziemy rozpatrywali jednorodne procesy Markowa, digorych wszystkie
intensywndci s3 skaiczone.
Taki proces spetnia rownania Kotmogorowa:

dp; (t)
™) let ==A;p,; O+ ; P (DA dla ustalonego i
j
(rownanie prospektywne - odnosi s; do przysztéci)
dp; (s) _

(**) dt —Aip(s)+ Z/]ik P.; () dla ustalonego j
=

(réwnanie retrospektywne - odnosi s do przesziéci)
przy warunkach poatkowych ;;i(0) = 1, p;(0) =0 dla ¥ j.

Mozemy powysze uktady rownazapisé w postaci macierzowej:

) P()=POA  czyli %P(t) = P(HA
oraz
(**) P'(t) =ARP(t) czyli % P(t) = AP(t)

W zastosowaniach egciej stosuje i rbwnanie prospektywne.

dowdd
Dla réwnania prospektywnego

W réwnaniu p; (s+t) = Z Pi () P4 () (Chapmana - Kotmogorowa) podstawiamy At=
k

P (At+1) = z P (1) Py (At)
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nastpnie od obu stron odejmujemy(p i dzielimy obie strony otrzymanej rowfm przezAt

p; (At+t) - p, (t) kZ;t;,lﬂ.k(t)IOkj (At) —p; (t)[1 P, (At)]

At At
Zaktadajc, ze rozpatrywane intensywsa istniep, gdy przejdziemy do granidyt —» O
wtedy po uwzgjdnieniu
1-p,(t . P; ( )
lim i) ® =-p; 0) =4, “m : =By ©) =Aij

t-0

otrzymamy prospektywne réwnanie Kotmogorowa.

Poniewa uktad rowna Kotmogorowa (*) mana zapisatez w postaci macierzowej:

d 5y =
5 PO =POA

z warunkiem poczkowym P(0) = I, to rozwgzanie mana zapisaw postaci wyktadniczej
— At
P(t)=€" gazie

2
—I+/\t+t—/\2+ N+
2 3

Oznaczaic p(t) = P(X% =1) mamy p,(t) = Z p, (0) p, (t) ipo zr@&niczkowaniu wzgidem

czasu otrzymamy inny zapis rownania prospektywnego

dp;(t) _
(***) Cjit /]JJ P; (t) +Z/] P (t) j=0,1, ..

k#j

Przyjmupgc p(t) = [p(t), pu(t), ...] (wektor rozktadu procesu w momencie t) i macierz
N\ mazemy powyszy uktad rowna zapisg w postaci wektorowe;j:

d
p'(t) = p(tiA czyli pm p(t) = p(H)A

Rozwigzanie tego rownania ma poé;tép(t) — p(O)e’“

Przyktad.
Narysowa graf i wyznaczy rownania prospektywne Kotmogorowa procesu Markowa
0 macierzy intensywrsgi:

-2 2 0
A=l1 -2 1
3 4 -7
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R0~ 0,0+ 0 +3p,0)
] % - 2po(t) - 2p1(t) +4p2(t)
dp,(t) _ _
e p.(t) = 7p,(t)

~

Praktyczny sposob tworzenia takich rovime podstawie grafu jest ngstijacy:

- Liczba réwna jest rowna liczbie stanow,

- Lewa strona kadego réwnania to pochodna prawdopodasiea danego stanu,

- Prawa strona ma tyle sktadnikow ile krglzi grafu zwizanych jest z danym
wierzchotkiem,

- Strzatkom wchodzym odpowiada skiadnik réwny intensywseo przy tej strzatce
pomnaonej przez prawdopodoliistwo stanu z ktérego ona wychodzi,

- Strzatkom wychodgcym odpowiada skiadnik rowny intensywsigo przy tej strzalce
pomnaonej przez prawdopodoliistwo stanu z ktérego ona wychodzoprzedzony
znakiem minus (poniewa strzatki wychodz z jednego stanu, to intensywieo mozna

Zsumowa).

W prostych przypadkach rozyzianie uktadu réownmap'(t) = p(tfA mazna wyznaczy
metod, przeksztatcenia Laplace'a.

Przykifad.

System skilada siz jednego elementu podstawowego i dwdch elemenspasowych.
Element podstawowy jest olgeony i psuje si z intensywnécia A. Elementy zapasowe s
nieobchzone i nie psyj sic. Gdy popsuje sielement podstawowy jego funkcje przejmuje
element zapasowy i wtedy psuje siintensywngécia A. System przestaje pracoévachwily
popsucia si wszystkich elementéw. Niech X(tpdizie procesem oznaczaym liczlke
zepsutych elementéw w czasie t. Przyjmijmgy rozktad pocatkowy ma posta[l, 0,0, 0].
Narysujemy graf procesu i jego macierz intensy§endrozwizujgc rownanie Kotmogorowa
wyznaczymy wektor p(t) i rozklad graniczny.
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o] “~[) (2 **-[4

-A A 0O O

0O -4 42 0
N\ =

0O 0 -4 A

0 0 0 O

Uktad p'(t) = p(t)A zapisujemy po wspotgdnych w postaci

Po(t) ==4 py(t)

Pu(t) =4 py(t) = A pi(t)
P> (t) =4 p.(t) =4 p,(t)
P3(t) =4 p,(t)

Pochodne transformujemy wg wzoré{t) - e (s)- f(0) iotrzymujemy ukiad réwna
9, (S) —1= -4 Py, ()
$,(5) =4 Po() =4 pi(9)
$P,(s) =4 Pi(s) =4 P,(9)
0,(8) =4 P,(s)
Rozwigzujac otrzymany uktad rowrnawyznaczamy oryginaty (retransformaty) na podstawie

n

. , t ot 1 ’ P —at
zaleznosci —e”" o ———— (wszczeglingti e” o

n! (s—a)
Po(t) =™ ; p(t) =Ate™ ; pz(t)=%e‘” ; Ps(t) =1- py(t) — pu(t) — p,(t)

Zauwamy, ze prawdopodobiestwo,ze w chwili t uklad pracuje wynosil—e™ .
Prawdopodobi@gstwa granicznegsrowne N = [0, 0, 0, 1].

st+a

Rozktad graniczny, ergodycznéé dla procesow Markowa.

M=pl)=limpt)  N=(7,7, .71

Twierdzenie.

Macierz intensywn&i A ma zawsze war§é wiasrg rowng 0.

Twierdzenie.
Rozktad graniczny nie zalg od rozktadu pocgkowego = macierz intensywri@i A ma
jednokrotr wartas¢ wiasrg rowng O.

(Wtedy odpowiadajca jej macierz stochastyczna jest nierozktadalna).
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Twierdzenie.

J&li X(t) jest procesem Markowa o skczenie wielu stanach oraz istnieje chwtiaka, ze
wszystkie wyrazy macierzy przeja 9 dodatnie, to istnigj granice prawdopodohistw
przegcia

lim p; (t) = 7,

to o0

niezalene od stanu wygiowegoi, 3 dodatnie i maj sune rowng 1.
Prawdopodobiegstwa te nazywamy prawdopodoisgwami ergodycznymi.
Proces Markowa, dla ktérego istriggrawdopodobigstwa ergodyczne nazywanpyocesem
ergodycznym.
Twierdzenie.
J&li skonczona macierz intensywf A ma poza przeftng tylko dodatnie elementy to

proces ten jest ergodyczny i ma dodatnie prawddpiefistwa graniczne.

Dwa sposoby wyznaczania rozktadu granicznegokreslajag nastpujace twierdzenia:

Twierdzenie.
Rozktad granicznyl jest niezerowym rozwrzaniem uktadu MA = 0 spetniagcym warunek

unormowania (suma sktadowych zero).

RownaniellA = 0 wynika z rébwnania riniczkowego— p(t) = p(t)A\, bowiem jali

dt

istnieje rozktad graniczny to nie zajeon od t zatem jego pochodna po t jest rowna zero.

Twierdzenie.
Rozktad granicznyl mazna wyznacz§ za pomog dopetnig algebraicznych M elementéw

z przekitnej macierzyA:

M ..
M. = !
i
Z M kk
k
Przyktfad.
Narysowa graf i wyznaczy rozktad graniczny procesu Markowa o0 macierzy isy@naci:
-5 2 3
AN=2 -3 1
2 4 -6
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3

CERER R
\_/

odp. [14/49; 24/49; 11/49]

Proces Poissona.

Proces {N(t), t= 0} nazywamyprocesem zliczagcym jesli N(t) oznacza catkowit liczbe
badanych zdarfsezaobserwowanych do chwili t.

Proces zliczacy musi spetni@warunki:

1) N(t)=0,

2) N(t) przyjmuje tylko catkowite wiasriai,

3) J&li s <tto N(s) N(t),

4) Dlas <t N(t) - N(s) jest rbwne liczbie zdafizeaobserwowanych w przedziale (s, t],
Proces zliczacy jest procesem przyrostach niezalenych jesli rozktady liczby zdarze
obserwowanych w roz¢znych przedziatach czaswg siezalene, np. N(t) nie zaly od
N(t + s) - N(b).

Uwaga.
Kazdy proces o przyrostach niezalgch jest procesem Markowa.

Proces zliczacy jest procesem jednorodnym (w czasie) gdy rozktad liczby
zaobserwowanych zdarzev przedziale czasu zaletylko od dtugdci tego przedziatu, np.
N(t2 + s) - N(t + s) ma taki sam rozktad jak Bt N(ty).

Proces Poissonajest jednorodnym procesem Markowa o0 przyrostachzal@nych
o rozkladzie.

P(X,=0)=1
(At)

P (t) = P(X, =k) = P(X,,, = X, =k) T
k=0,1,.. A - intensywné¢ procesup > 0
parametry procesu Poissona
m(t) = At t=>0,
K(t,t,) = Amin(t,t,),

Y dlat <t,
p(t,t,) = ’

L dat, <t

1

Uzasadnienie.
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ponens PO =0 =L

m(t) = E(X,) = ng(Xt =k) = gk%@“ = /“6‘“2:,% =
E(x?)= gkzP(Xt = k) = i K (’t!) = Jte -MZ K ((:t)l;

- Ate‘”t;(k ~1+1) ((it) )1 ‘”t;(k 1) ((ﬁt) 5 Ate‘”té% =
= (At)ze‘mg ((k t) 2_)| ”;% = (At) + At

Zatem

D2(t) = E(X.2)~(E(X,)J? = (M) + At - (At)? = At

Z jednorodnéci procesu dlal; <t, mamy th - th = th-tl X, = th-t1' zatem sid
i Z niezaleénosci otrzymamy

Rt 1) = E(X, X, )= E[X, (X, + .. ] = Ex.2)+E(x, X, )=
- E(Xt12)+ E(x, JE(X,..)

R(t,,t,) = (At + At + At AL, —t,) = At + Pt

ogollnie

At + A%t dlat <t,

R(t,.t,) =
e {)It2+/12t1t2 dat, <t

Styd

At + 4, —AtAt, dlat, <t
K<tvtz>=R<t1,tz>—m<t1>m<tz>:{1 AN

A, + XL, - M, diat, <t

At, dlat <t :
=] L2 = min( t, t,)
M, dlat,<t,
oraz
dla t; <t, \/Z dlat, <t,
— K(tl’tz) \'/]t V/]t L
,0( tl’tz) TN NI~/ N

D(tl)D(tz) At, t
dlat, <t 2
,_/ﬂl /—/]tz 2= t dla t, <t

Zauwamy, ze th’xtl s zawsze dodatnio skorelowane i sita zat®ci miedzy nimi
znacznie spada gdy jedna z chwil jest wielokrotvigksza od drugie;.
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Przyktady zjawisk modelowanych procesem Poissona.

- liczba wyemitowanych cgstek przez cialo promieniotwércze w pewnym przddzia
czasu,

- liczba awarii systemu komunikacyjnego promieniotvz@ w pewnym przedziale czasu,

- liczba zgtosz# do portalu internetowego w pewnym przedziale czasu

Graf procesu Poissona jest rastjacy

[o] “~[1] =-[2] o -[3]"" - [4]""~[5]""~ ...

Macierz intensywn&ci procesu Poissona ma pdsta

-1 A2 0 O
O -4 A O

N\ =
O 0 -4 A

Przyjmupc p(t) = (p(t), pu(t), ...) fvektor rozkladu procesu w momencie t), to réwnanie
Kotmogorowa p'(t) = p(I\ zapisujemy po wspotednych w postaci

Po(t) =4 py(t)

pi(t) == p.(t) + 4 py(t)
Py (t) ==A p,(t) + A p,(t)
P3(t) ==A p,y(t) + 4 p,(t)

Przyjmujemy rozktad poetkowy p(0) = (1, 0, O, ...).
Rozwigzaniem tego ukfadu jest
At)
()

P (t) = Ki

czyli

oo e W @)
1 2! k!

10



L.Kowalski —ProcesyProcesy Markowa

(zauwamy, ze suma elementéw tego wektora wynosi jeden).
Zatem jednowymiarowy rozktad tego procesu (tznkiax w dowolnej ustalonej chwili t) jest
wyznaczony przez rozktad Poissona.

Uzasadnienie.
Sposob 1.

Pochodne i funkcje transformujemy wg wzoruf (t) _>sz(s)—f(O), ft) - f(s)
i otrzymujemy uktad rowna

$o(8) =1=-2 p,(9)

.(S) =4 Po(s) =4 pi(9)
P,(S) =4 pu(s) =4 P,(S)
() =4 P,(s) =4 Ps(9)

Rozwigzujemy otrzymany uktad rowhaZ pierwszego rownania wyznaczany(s) = Y
S

i przez podstawianie wyznaczamy kolejno

A Y o NN
A7 P, (s) = ) P () _—(s+)l)k+l N

p.(s) = s

+

Nastpnie wyznaczamy oryginaty (retransformaty) na paast zalenosci

" 1

no (s-a)™

po(t) =™ ; p(t) =Ate™ ; If’z('[)=%e‘”t D pk(t):@e‘”t D

Sposob 1.
Rozpatrujemy funkejtworzaca wektora rozktadu p(t) = ¢it), pu(t), ...)

s =3 p, 0O

J&li pomnazymy poszczegoélne rownaniazrdiczkowe rozpatrywanego uktadu odpowiednio

przez 1,s, s, ..., s*, .... i dodamy stronami to otrzymamy zalesé

> RS =AY p 0" +13 PO =A(s-DY P, (DS =A(5-DW(sD)

Poniewa

11
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6‘-P(St i

(t)s®
k=0
to porownujc powysze réwnéci otrzymamy réwnanie ediczkowe

oW(st) _ ;o
B A(s—DW(s 1)

z warunkiem pocgkowym
W(s0)= p,(0)s* =1
k=0

Rozwigzaniem tego rownania jest funkcja
W(S t) — eA(s—l)t — eAst—/}t —e — ]t eAst
Rozwijajgc drugi czynnik w szereg pggowy otrzymamy

Y(s,t) = e‘”tiﬁ — e-ﬂtiﬂsk

o K o K

Lecz lP(s,t)zz P, (t)s*, wiec poréwnujc wspotczynniki przy poszczegolnych pgach

k=0
zmiennej s, otrzymamy jak poprzednio
_ _ At)” At)S
() =™ ; pi(t) = Ate™ ,ma)—Lg—eM, ,pAD—LELe“;.m
Problem.

T, - czas pierwszego zgtoszenia,

Tn-czas mgdzy n-1a n-tym zgloszeniem,

Wyznaczy rozktad tych zmiennych losowych.

Rozwigzanie.

{T1 >t} oznacza zdarzeniee nie byto zgtoszenia w [0, t],
P(T,>t)=P(X,=0)=¢e™"

zatemP(T, <t)=1-e™ =F(t) (dystrybuanta rozktadu wyktadniczego).

Nastpnie zauwamy, ze z niezalenosci wynika

P(T, >tT, =) = P{brak zgtoszen w(s,s+t][T, = s} = P{brak zgtoszer w(s,s+t]} =™

Zatem T, tez ma rozkiad wyktadniczy i jest niezaley od T;.

Itd.

Whiosek.
Odstpy czasu midzy kolejnymi zmianami stanéw w jednorodnym proeeBioissona gs
niezalenymi zmiennymi losowymi o tym samymzktadzie wyktadniczym:

P(T <t) = 0 da t<0
1-e™ da t>0

Parametry tego rozktadu 6T = =, DT = iz
A

L|I—‘

Twierdzenie.
Suma skaczonej liczby niezalaych proceséw Poissona jest procesem Poissonagktor
parametr jest sugnparametroOw poszczegolnych procesow.

12
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Przyktadowa realizacja procesu Poissona\dtd.

czas stan At—\/ﬂ /1t+\/ﬂ
0,00 0 0,00 0,00
0,08 1 -0,24 0,91
0,33 2 0,18 2,48
0,41 3 0,36 2,93
0,76 4 1,29 4,77
1,13 5 2,38 6,63
1,29 6 2,90 7,46
1,45 7 3,39 8,20
1,61 8 3,90 8,97
1,64 9 4,01 9,13
1,77 10 4,43 9,76
2,47 11 6,74 13,03
2,85 12 8,03 14,79
3,02 13 8,59 15,54
3,07 14 8,78 15,79
3,61 15 10,63 18,22
3,81 16 11,32 19,12
3,88 17 11,59 19,47
4,00 18 11,99 19,99
4,07 19 12,26 20,33
5,16 20 16,11 25,20
5,88 21 18,67 28,37
5,96 22 18,96 28,73
6,02 23 19,16 28,97
6,39 24 20,50 30,61
6,94 25 22,50 33,03
7,28 26 23,71 34,50
7,41 27 24,18 35,07
7,45 28 24,35 35,27
7,59 29 24,85 35,87
8,11 30 26,74 38,13

stany

45
40
35
30
25
20
15
10

5

0

Realizacja procesu Poissona A = 4

‘ m wartosci procesu

---e--.38rednia - odch .st.

---e--.srednia + odch. st.

'

om| e

—o
N
T T T T T T

0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00

3,50 4,00 4,50 5,00 550 6,00 650 7,00 7,50 8,00 8,50 9,00

czas

13
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Uwaga.
pij (t) - P(Xr+t = J | Xr :|) = P(Xr+t - Xr = ] _|) =

i-i dl ._ .,
:P(Xt:j—i):pj_i(t):%e—m aji

(j-1)!
p;(t)=0 dlaj<i,
_e_ﬂt Ate™ M -t |
2!

tzn. P(t) :[pij (t)]: 0 e* ite’

Przyktfad.
Sprawdzt, ze dla procesu Poissona zachodzi:

p®) = pO)P()

Przyktfad.
Sprawdzt, ze dla procesu Poissona réwnania Kotmogorowa ipagta:
dp; (t)
*) C]It = _/1p|,j (t)+ /]p|+1,j (t) dia ustalonego i
(réwnanie prospektywne)
dp; (t)
(**) let =Ap; (t) =AP, ;4 (1) dia ustalonego j

(réwnanie retrospektywne)

()"

(j-i)!
Przykifad.
Strumier zgtoszé do systemu telekomunikacyjnego jest procesemsBo&é Wiadomoze
intensywnd@c¢ tego procesu wynogi = 3 zgt/min.
a) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia co najwyej jednego zgtoszenia wagu 30
sekund,
b) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia trzech zgtosaew ciggu 30 sekund,
c) obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze czas midzy kolejnymi zgtoszeniamigolzie wickszy
niz 12 sekund.
Rozwizanie.
Ad. a) 30 sekund to 0,5 minuty, zatem odczytg tablicy rozkidu Poissona di= 1,5
mamy.
P(Xos 1) =P(Xy5=0) +P(X,5 =1 =0,223+0,335=0,558
Ad. b) analogicznie
P(Xy5 =3) =0126
Ad. ¢) T — czas mgdzy zgtoszeniami. Jest to zmienna losowa o rozkadyktadniczym.
Poniewa 12 sekund to 0,2 minuty dé = 0,6 mamy.

P(T>02) =e° .

a ich rozwgzaniem jest

B t) =

14
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Proces urodzda i §mierci.
A, - intensywndci urodzeé, i =0, 1, ...
H; - intensywndci smierci, j= 1, 2, ...

[O] D@a[l] ot [2] D@H
Mgn

pi(t) - prawdopodobigstwo przejcia ze stanu i do stanu j po czasie t,
pi(t) map wtasndgci:

Pi-1(t) = it + o(t),

Pii+1(t) = Ait + o(t),

pii(t) =1 - Qi + )t + o(t),

p.i(t) =o(t), dlali-j>1

i spetniaj uktad rowna Kotmogorowa:
dp; (t) _

* dt - /]j—l pi,j—l(t) - (/1] Y ) P (t)+ M pi,j+1(t)

i warunki pocatkowe;(0) = 1, p;(0) =0 dla # .

Dalej rozpatrujemy proces urodzesmierci ze skaczor liczbg stanoéw 0, 1, ...,

o -l % 12 P D@@*[N]

Niech P(t) = [p(t)] stochastyczna macierz prz«aa i,bj=0,1,.

Proces urodzei smierci jest jednorodnym procesem Markowa.

Dla procesu urodzei smierci macierz intensywr$oi ma posté

—A, A 0 0 - 0 0 0

o —(A 1) A o -0 0 0

0 -1, + A - 0 0 0

nBle e TR A 8 Y
0 0 0 o - Hyna _(AN—1+/'IN—1) /lN—l
0 0 0 o -~ 0 Hy —Hy |

ukiad r()vv_na Kotmogorowa mena zapis&w postaci macierzoweyj:
d
—P(t) = P()A
o (t) = P(t)

Rozwiazanie tego réwnania ma postR(t) = P(0)e™

t? o t° s
Gdzie € =1 +At+—N* +—N\° +
zZie o 3

Przyjmupc p(t) = (R(t), pu(t), ..., pu(t)) (wektor rozktadu procesu w momencie t), to nawie
Kotmogorowa p'(t) = p(\ zapisujemy po wspoétednych w postaci

15
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Po (t) = =4 Py (t) + £4 P, (1)
Py (t) = Ay Py (t) - (/11 + /Jl) P, (t) + 1, P, (1)
p'2 (t) = /11 pl(t) - (/12 + /Jz) P, (t) T U3, (t)

Py (1) = Ay Py (D) = 24y Py (1)
Przyjmujemy rozktad poetkowy p(0) = (1, 0, O, ...).

Uktad réwna Kotmogorowa:
d
— p(t) = p(HA
o PO =P

ma rozwizanie postacip(t) = p(0)e™
2 3

t

gdzie € =1 +At+—N° +§/\3+....

2
Uwaga.
Proces urodzei smierci ma dla intensywroi dodatnich rozktad graniczny postaci:
AA A
e e e .
rli_ I_lo‘ 1=1,2,..,N
ol f
gdzie
1
M, =
1+ZN:)IO/11../L_1
iz MM
Dowaod.
Zastosujemy sposob pierwszy. Rozpatrzmy réwnaifie= 0
A A 0 0 - 0 0 07 [0]
o~ A0 0 0 0| |0
0 -(A A - 0 0 0 0
R R N o
0 0 0 0o - Hna _(/]N—l +IUN—1) /]N—l 0
0 0 0 o - 0 Hy =4y | (O]

czyli uktad réwﬁa

_/]Orl0+/'llr|1 =0

/]ono —(/]1+,ul)|_|l+/,12|_|2 =0
AN = (A + 1), + 1M, =0

AnalMyo =My =0
J&li przyjac, ze — AN+ N, =2z -AN, +u,MN,=2,;itd. to

16
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oo
]

0
-z

0
-z,=0

o!“

z, =0
stad z = 0 i przyjmugc Ny jako parametr mamy z warunkOw unormowania poszakev
wzory.

Uwaga.
J&li proces urodz&i smierci ma przeliczalpliczbe stanow, to rozktad graniczny jest postaci
A A
ni I_IO‘ =1, 2, ...
-4,
1
. Mn, =
gdzie 0 A, A
1+ Zi-l
i=1 /ulluz lul

AAL . .
(zakladamyze szereg) , —>—+"—= jest zbigny).

i=1 MifMH2--H

Przyktfad.
Niech A =A, 4 =iA,i=0, 1, ..., gdziel >0, dana stafa.

Zbadaj istnienie w tym przypadku prawdopodabig granicznych.

Przykfad (proces Yule’a).
Jest to proces urodzella ktorego intensywrici urodzér s3 rowne A, =iA,i=0, 1, ....

Przyjmujemyze p(t) = (p(t), p(t), ...) (wektor rozktadu procesu w momencie tgzo
pocatkowy p(0) = (0, 1, 0, O, ...).

Sprawd, ze réwnanie Kotmogorowa p'(t) = p@® ma dla tego procesu posta
Po(t) =0

pi(t) =4 py(t)

P5 (1) =4 py(t) =24 p,(t)

a prawdopodobiestwa
o, (t) = efl-e" )" dlak>0
‘ dla k=0

spetniaj to réwnanie.

17
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Przyktfad.

W zakfadzie pracgjmaszyny, z ktérych Kala psuje siniezalenie od pozostatych z

intensywndcig A = 3 maszyny/godz. Maszyny tg saprawiane przez robotnikow. Niech X(t)

oznacza liczb zepsutych maszyn w chwili t. Rozpatrzmy epsface przypadki:

1) s3 3 maszyny i 1 robotnik pracgy z intensywnéciag 1maszyna/godz.

2) s3 3 maszyny i 2 robotnikow pracigych bez wspotpracy z intensywiony
1maszyna/godz. kdy.

3) s34 maszyny i 2 robotnikow pracigych bez wspotpracy z intensywiony
1maszyna/godz. kdy.

4) 53 3 maszyny i 3 robotnikow pracgych z pelg wspotprag z intensywnécia
1maszyna/godz. kdy.

5) s3 3 maszyny i 2 robotnikow pracgych z petg wspotprag z intensywnécia
1maszyna/godz. kdy.

6) s3 3 maszyny i 2 robotnikow pracigych z ograniczanwspotprag (z intensywnécia
1maszyna/godz. kdy gdy pracyj osobno i z intensywrdoig 1,5maszyny/godz. gdy
pracup razem).

W kazdym przypadku:

a) narysowa graf,

b) wyznaczy prawdopodobigstwa graniczne,

c) obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze zaden robotnik nie pracuje,

d) obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze przynajmniej jedna maszyna jest sprawna,

e) obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze przynajmniej jedna maszyna czeka na
naprave,

f) obliczy¢ srednia liczlg zepsutych maszyn,

g) obliczy¢ srednia liczle zagtych robotnikow.

ZADANIA

Zadanie 1.
Narysowa graf i wyznaczy rozktad graniczny procesu Markowa o macierzy isy@maci:

-6 2 4
AN=1 -2 1
3 4 -7

Obliczy¢ graniczr wartas¢ oczekiwang i graniczr wariancg.

Zadanie 2.
Proces Markowa jest olgleny grafem

0] &[] 2]

Wyznaczy jego macierz intensywiloi i rownania Kotmogorowa.
Wyznaczy wektor p(t) dla rozktadu pogikowego (O, 1, 0).
Wyznaczy rozktad graniczny.

Po jakim czasiedft) oshgnie wartd¢ 0,257?

Czy kiedykolwiek p(t) = p(t)?

18
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Zadanie 3.
Przyjmupc, ze proces ma stany 0, 1, 2, 3; naryséowaeaf i wyznaczy rozktad graniczny
procesu Markowa 0 macierzy intensywoio

-8 2 2 4

1 -5 3 1
N\ =

2 1 -6 3

1 1 1 -3

Wypisa réwnania Kotmogorowa tego procesu. Obliczgraniczm wartas¢ oczekiwag
I graniczry wariancg.

Zadanie 4.
Proces Markowa jest olgleny grafem

o] 2511 5=[2] £5[3]

Wyznaczy jego macierz intensywsoi i rownania Kotmogorowa.
Wyznaczy rozklad graniczny tego procesu. Obliégyraniczr wartas¢ oczekiwang i
graniczr wariancg.

Zadanie 5.
Sprawd, ze jesli proces Markowa ma macierz intensywaoio

—a a
N\ =
gdziea,b,a+b>0

to jego macierz prawdopodolsw przejé¢ jest rowna

1 [b+ae@®t Z—ggabh
P(t) = (~a-b)t (~a-b)t
a+b|b-be a+be

Wyznaczy wektor p(t) dla rozktadu pogtkowego (1, 0).
Wyznaczy rozktad graniczny.

Zadanie 6.

Strumiehr awarii pewnego systemu jest modelowany procesemsséma. Wiadomogze

przecttnie jedna awaria zdarzasaz na 20 godzin.

a) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia doktadnie jednej awarii wagu 10 godzin,

b) obliczy¢ prawdopodobigstwo wysapienia najwyej dwoch awarii w gigu 10 godzin,

c) obliczy¢ prawdopodobigstwo bezawaryjnej pracy wagu 10 godzin,

d) obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze czas midzy kolejnymi awariami gdzie wickszy niz 20
godzin,

e) obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze czas midzy kolejnymi awariami gdzie wickszy niz 10
godzin i mniejszy od 20 godzin,

f) obliczy¢ wartas¢ oczekiwarg bezawaryjnego czasu pracy tego systemu.

Zadanie 7.

Strumier zgtoszé do systemu telekomunikacyjnego jest procesemsBo&és Wiadomoze
intensywnda¢ tego procesu wynogi = 3 zgt/min.
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a)

b)
c)

d)
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obliczy¢ prawdopodobigstwo wystpienia co najwyej jednego zgtoszenia wagu 30
sekund,

obliczy¢ prawdopodobigstwo wysgpienia trzech zgtosaew ciagu 30 sekund,
obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze czas midzy kolejnymi zgtoszeniamigolzie wickszy
niz 12 sekund,

ile sekund wynosiredni czas oczekiwania na pierwsze zgtoszenie?

Zadanie 8.
Wyznaczy parametry i narysowgorzyktadowa realizacje procesu

Z(t) = X (t) - At

gdzie X(t ) jest jednorodnym procesem Poissona o intensyevico

Zadanie 9.

Sprawd, ze macierz prawdopodolfistw przejcia procesu przgtzania mgdzy stanami
{-1, 1} generowanego procesem Poissona, tzn. ptoces

ZO)=ZO)(-D*v, t=0

gdzie X(t ) jest jednorodnym procesem Poissona o intensygviAoma postéa

1 (1 + e—2/1t) %(1_ e—2/1t)

P(t)=| 2

% (1_ e—zm) % (1 e )

Zadanie 10.

W zakfadzie pracgjmaszyny, z ktérych kKala psuje siniezalenie od pozostatych z
intensywndcig A = 3 maszyny/godz. Maszyny tg saprawiane przez robotnikow. Niech X(t)
oznacza liczb zepsutych maszyn w chwili t. Rozpatrzmy gpsface przypadki:

1)
2)

3)
4)
5)

6)

s3 3 maszyny i 1 robotnik pracgy z intensywnéciag 1maszyna/godz.

s3 3 maszyny i 2 robotnikdéw praagych bez wspotpracy z intensywéoiy
1maszyna/godz. kdy.

s3 4 maszyny i 2 robotnikdw praagych bez wspotpracy z intensywéoiy
1maszyna/godz. kdy.

s 3 maszyny i 3 robotnikow praceugych z petg wspotprag z intensywnécia
1maszyna/godz. kdy.

s3 3 maszyny i 2 robotnikow praceugych z petg wspotprag z intensywnécia
1maszyna/godz. kdy.

s3 3 maszyny i 2 robotnikéw praegych z ograniczanwspétprag (z intensywnécia
1maszyna/godz. kdy gdy pracyj osobno i z intensywrdoig 1,5maszyny/godz. gdy
pracup razem).

W kazdym przypadku:

a)
b)
c)
d)
e)

)
)

narysowa graf,

wyznaczy prawdopodobigstwa graniczne,

obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze zaden robotnik nie pracuje,

obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze przynajmniej jedna maszyna jest sprawna,
obliczy¢ prawdopodobigstwo graniczneze przynajmniej jedna maszyna czeka na
naprave,

obliczy¢ érednia liczlg zepsutych maszyn,

obliczy¢ érednia liczlg zagtych robotnikow.

L.Kowalski 11.12.2009
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