PODSTAWOWE ROZKLADY SKOKOWE
Rozpatrujemy jednowymiarowe rozklady skokowe.

Przypomnienie.

Zmienna losowa ma rozktad skokowy (dyskretny) gdy ma skonczony lub przeliczalny zbior
wartosci.

Rozktady skokowe najczesciej okreslamy przez podanie funkcji prawdopodobienstwa.

Najprostsza (ze wzgledu na liczebnos$¢ zbioru warto$ci) funkcja prawdopodobienstwa ma
jednoelementowy zbidr wartosci.

Rozklad jednopunktowy
Okreslamy:
P(X=c¢)=1 gdzie ¢ ustalona liczba.
Wtedy
Wartos¢ oczekiwana
EX =c;
Wariancja
D’X =0

(tylko ten rozktad ma zerowa wariancje !!!)

Problemy tego typu (obserwujemy jedno z dwdch zdarzen) modelujemy rozktadem
dwupunktowym.
Rozklad dwupunktowy (zerojedynkowy)
Niech p €(0, 1) bedzie ustalong liczbg. Okreslamy:
PX=0)=q, PX=1)=p;gdzieg=1—-p.
Umowa:
0 - porazka, q - prawdopodobienstwo porazki,
1 - sukces, p - prawdopodobienstwo sukcesu,

Warto$¢ oczekiwana
EX=p,
Wariancja
D*X = Pq
Momenty zwykte
m,=m;=m, =p

Momenty centralne
Hs=pa(q=p), py=pq(1-3pq)
Wspotczynnik asymetrii



Kurtoza

k=t -3

pq
Funkcja charakterystyczna

@(t) = q + pe",

Rozwiazanie Problemu:
Szukane prawdopodobienstwo to prawdopodobienstwo sukcesu p. Obliczamy p stosujac
klasyczng definicje prawdopodobienstwa p = 4/16 = 0,25.

Rozktad ten jest wykorzystywany np. w statystycznej kontroli jako$ci. Mozna np. przyjaé, ze
X =0 gdy wyrdb dobry, X =1 gdy wyrdb jest wadliwy, wtedy p = P(X = 1) traktujemy jako
wadliwo$¢ wyrobu.

Zakladamy, Zze komputery te s eksploatowane w tych samych warunkach i psuja si¢
niezaleznie.

Problemy tego typu (powtarzamy wielokrotnie, niezaleznie dos§wiadczenie w tych samych
warunkach - proby Bernoulliego) modelujemy rozkltadem dwumianowym.

Rozklad dwumianowy
Dla danych p €(0,1), n € N okreslamy funkcje prawdopodobienstwa

P(X =k)= (Z) prq"t gdzie g=1-p (wzér Bernoulliego)

k=0,1,2, ...,n.
Zauwazmy, ze gdy n = 1 to rozktad dwumianowy jest rozktadem zerojedynkowym.
Sprawdzenie poprawnosci:

Zn:P(X =k)= Zn:(gp"q” =(p+q) =1

Jesli przyjmiemy, ze n oznacza liczbe niezaleznych doswiadczen z ktorych kazde konczy sig
jednym z dwoch wynikéw: ,sukcesem" (z prawdopodobienstwem p w kazdym
doswiadczeniu) lub ,,porazka” i zmienna losowa X oznacza liczbe ,,sukcesoOw” to powyzszy
wzor wyznacza prawdopodobienstwo uzyskania dokladnie k£ sukcesow w n
doswiadczeniach (probach).

Wilasnos¢
Rozktad dwumianowy jest sumg n niezaleznych rozktadow zerojedynkowych o tym samym
parametrze p.



Jakub Bernoulli (1654 - 1705) - szwajcarski matematyk i fizyk.

Funkcja prawdopodobienstwa
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Wykresy funkcji prawdopodobienstwa rozktadu dwumianowego dla n = 20.
Dla p=0,05 - Seria 1,

Dla p =0,25 - Seria 2,

Dlap=0,5 - Seria 3,

Dla p =0,75 - Seria 4,

Dlap=10,95 - Seria 5,




Warto$¢ oczekiwana
EX =np,

Wariancja

D*X = npq
Momenty zwykle

m, =np((n—1)p+1)
m, =np((n—1)(n —2)p2 +3(n-1)p+1)
m, =np(n—1)(n-2)n-3)p* +6(n-1)(n-2)p* +7(n-1)p+1)
Momenty centralne
s =npq(q—p), p, =npq(l+3pq(n-2))

Wspdlczynnik asymetrii
4P
\pq
Kurtoza
k = m + 3
npq

Funkcja charakterystyczna

o(t)=(q+ pe')

Wilasnos¢
Dla rozktadu dwumianowego zachodzi zalezno$¢ rekurencyjna
-k
P(X=k+1)=""2P px =) P(X =0)=¢g"
k+1gq

Rozwiazanie Problemu:
Przyjmujemy, ze sukcesem jest uszkodzenie komputera przed uptywem gwarancji.

X — liczba uszkodzonych komputerow przed uptywem gwarancji,
6
P(X =2)= @ 0,220,8* =15-0,04-0,4096 = 0,24576

Funkcje prawdopodobienstwa zmiennej losowej X mozna przedstawi¢ w tabelce:

Xk 0 1 2 3 4 5 6
pr | 0,2621 | 0,3932 | 0,2458 | 0,0819 | 0,0154 | 0,0015 | 0,0001

Zauwazmy, ze najbardziej prawdopodobng liczba uszkodzonych komputeréw jest 1.

Przyklad
Rzucamy 4 razy kostka szes$cienng. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w co najmniej 3
rzutach liczba oczek bedzie podzielna przez 3?

Szukane prawdopodobienstwo to
P(X>3)=PX=3)+ P(X=4), gdzie ,,sukcesem” jest uzyskanie 3 lub 6 oczek, wigc p = 1/3.



Zatem

px=3-|* (1]3(2]1_4.3_§
B3 3) s sl
Px —4)=|? (ET(E)Ozl.L:L
4)3) 3 81 8l

8 1 1
P(X23)=P(X =3)+P(X =4)=—+—=—
(X 23)=P(X =3)+P( ) TRETE
Przyklad
Obliczymy warto$¢ oczekiwang rozkladu dwumianowego.

S (n < n!
EX: k k nfk: k k nfk:
2 (kaq il

k=1

N (n-D! k-1 n—k n-1
=n =np(p+ =n
P2 it 4 p(p+q)" =np
II sposoéb.
Rozktad dwumianowy jest suma » niezaleznych rozktadow zerojedynkowych X; o tym

samym parametrze p zatem

EX=E| Y X, |=YEX =np
i=1 i=1
Analogicznie obliczymy wariancj¢ rozktadu dwumianowego (korzystamy z niezalezno$ci).

D*X =D? i){i = izﬁxi =npq
i=1

i=1

iy smyen e Qs ol

Jest to problem wyznaczenia prawdopodobienstwa liczby prob poprzedzajacych pierwszy
sukces, problemy tego typu modelujemy rozkladem geometrycznym.

Rozklad geometryczny
X - liczba prob Bernoulliego poprzedzajacych pierwszy sukces

P(X =k) = pq"*

q=1-p k=0,1,2, ..
Sprawdzenie poprawnosci

S PX=k)=Y pg =L =1
k=0 k=0 l_q




Funkcja prawdopodobienstwa
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Wykresy funkcji prawdopodobienstwa rozktadu geometrycznego.
Dla p =0,25 - Seria 1,

Dlap=0,5 - Seria 2,

Dla p =0,75 - Seria 3,

Warto$¢ oczekiwana

EX =q/p,
Wariancja
2
D*X = g/p
Momenty zwykte
_4q(g+]
2 2
P
q(q” +4q+1)
my ="
p
q(q’ +11¢° +11g+1)
m, = 7
p
Momenty centralne
_qlg+l) q(q’ +Tq+1)
3 p3 ’ 4 = p4
Wspdlczynnik asymetrii
a=1t4
Va
Kurtoza
2
k=L 19
q

Funkcja charakterystyczna



(1) =

it 2

1—ge

Wilasnos¢
Dla rozktadu geometrycznego zachodzi zalezno$¢ rekurencyjna
P(X =k+1)=qP(X =k) P(X=0)=p
Przyklad
Obliczymy wartos¢ oczekiwang 1 wariancje rozktadu geometrycznego.

[°e] ‘ 1
Dla szeregu geometrycznego mamy Zx - 1 X
k=0 -

e . . ;. S kxk—l _ 1
Po zrézniczkowaniu tej rownos$ci otrzymamy (1) Z = (
k=1

1-x)

N k=2
Po kolejnym zrézniczkowaniu otrzymamy 2) Zk (k—Dx"" = W
=1 -

Korzystajac z rownos$ci (1) mamy

o0 o0 B 1 q

EX =) kpq" =pq) kq"" = pg——G ==

2 2 (1-qf »p
Korzystajac z rownosci (2) mamy

()= "k pq" = pg’ Y k(k=1q" " + paY kg™ = pg’ o+
=0 k=1 k=1 (1 - q) p

2 2

2 2-I- 2_|_
Wiedy DX =E(X?)-(Ex) ==L 19 4 _4d *p_ 4
p p p P

Rozwiazanie Problemu:
Przyjmujemy, ze sukcesem jest wyrzucenie reszki.
X - liczba rzutow poprzedzajacych pierwszy sukces

P(X =3)=0,5°0,5=0,5" =0,0625

Przyklad

Odbieramy wielokrotnie sygnat binarny z satelity. Prawdopodobienstwo, ze sygnat bedzie
zaklocony wynosi 0,01. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze pierwszy zakldcony sygnat
odbierzemy wsrdd 200 poczatkowych odebranych sygnatow.

Przyjmujemy, ze sukcesem jest odebranie zaktdconego sygnatu.

X - liczba niezaktoconych sygnatow poprzedzajacych pierwszy zaktocony sygnat.

199 199
P(X <199) =Y 0,99"0,01 = 00122 1

k=0 s

=1-0,99"" =0,864667



Zaktadajac dlugotrwata jednorodno$¢ sredniej liczby awarii mozemy modelowac ten problem
rozkladem Poissona.

Rozklad Poissona

Dla A > 0 okreslamy funkcj¢ prawdopodobienstwa
k

AT
P(X=k)=ﬁe k=012 ..

(wartosci tych prawdopodobienstw zawiera tablica rozktadu Poissona)

Siméon Denis Poisson (1781-1840), francuski mechanik teoretyk, fizyk i matematyk. W
matematyce zajmowat si¢ calkami oznaczonymi, rOwnaniami roznicowymi 1 ré6zniczkowymi
oraz teorig prawdopodobienstwa.

Sprawdzenie poprawnosci
0 k o) k

PX=k)=) et =e*Y —=¢re* =1
2 2w




Funkcja prawdopodobienstwa

—@—Seriel

P(X=k)
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Wykresy funkcji prawdopodobienstwa rozktadu Poissona.
DlaA=0,5- Seria 1,

Dla A=2 - Seria 2,

Dla A =10 - Seria 3,

Warto$¢ oczekiwana

EX =1,
Wariancja
D’X =1
Momenty zwykte
m,=A+A
=A+310+ 2
=A+T0 +62° + 1

Momenty centralne
Wy =4, p,=A+3%

Wspdlczynnik asymetrii
1
a=—
Ja
Kurtoza
k=—+3
Funkcja charakterystyczna
p(t) =",
Przyklad
Obliczymy warto$¢ oczekiwang 1 wariancje rozktadu Poissona.
0 k © k-1
EX=Zkﬂ—e‘l -lz A e’et =2
i k! (k-



E(XZ):ikzﬂ—ke“:e"lik A :ze-ﬂi(j+1)ij:z(z+1)
=" -y &Y

Wiedy DX = E(X?)=(EX)* = A(A+1)-F =4

Wilasnosé
Dla rozkladu Poissona zachodzi zaleznos¢
A
P(X =k+1)=—"-P(X =k) P(X=0)=¢"
k+1
Wilasnosé

dla A > 9 rozktad Poissona mozna przybliza¢ rozktadem N(A, NG ), zachodzi wtedy

o (k105-2)  (k=05-2
Px =iy =of KEG3A g 20524

gdzie @ - dystrybuanta rozktadu N(0, 1)

Rozwiazanie Problemu:
W ciggu roku $rednio bedzie A = 12 awarii.
X - liczba awarii w ciagu roku.

10
P(X =10)= 1120' e’ =0,347 (odczyt z tablicy rozktadu Poissona)

Rozktad Poissona (mozliwos¢ odczytu w tablicy) moze dla duzych n (praktycznie n > 30) i
matych p (praktycznie p < 0,2) przybliza¢ rozktad dwumianowy (przyblizenie Poissona)

ok A ") .
~—e dzie A=n-
(kJP q i g p

Uzasadnienie.
n e n! o nm=-Dn-2)..(n—-k+1 1-p)"
Phgi = P pyt = (n—1)( )-.( )pk( p)k
k kK\(n—k)! k! (I-p)

. A
podstawiamy p =—
n

(-3)
(n)pkqn_k _n(n=-D(n=2)..(n-k+) A" =

k k! n" (1_,1)]‘
n

n(n—-1)(n—-2)..(n—k+1) z_"(l _i]”(l _i)_k

n* k! n n

10



Gdy spetnione sg zatozenia, to
- pierwszy 1 ostatni czynnik dazg do 1,

- trzeci czynnik dazy do e,

n pkqn—k A o
¢ ~—
Stad | 4 k!
Przyklad

-1

W pudetku jest 400 zarowek. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wsrod nich jest 5 zarowek
wadliwych, jesli wadliwo$¢ produkcji takich zarowek wynosi 0,5%?
Jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba uszkodzonych zaréwek w tym pudetku?

Zastosujemy przyblizenie Poissona, A =n-p =400-0,005=2.

W tablicy rozktadu Poissona (tablica I) odczytamy, ze:

P(X=5)=0,0361
Roéwniez w tablicy rozktadu Poissona odczytamy, ze najbardziej prawdopodobna liczba
uszkodzonych zarowek w tym pudetku to 1 lub 2 (dla obu tych liczb prawdopodobienstwo
jest rowne 0,2707).

Rozklad Poissona - tablica wartosci funkcji prawdopodobienstwa.

ﬂ,k

P(X =k) = Fe*

Mk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0,1] 0,9048| 0,0905| 0,0045| 0,0002 | 0,0000
0,2| 8187| 1637| 0164| 0011 0001| 0,0000
0,3 7408 2222 0333 0033 0003| 0000
0,4 6703| 2681| 0536 0027 0007 0001| 0,0000
0,5] 6065| 3033| 0758 0126 0016 0002| 0000
0,6 5488 3293| 0988 0198 0030 0004| 0000
0,7 4966| 3476| 1217 0284 0050 0007| 0001| 0,0000
0,8| 4493 3595| 1438 0383 0077| 0012 0002| 0000
0,9 4066| 3659| 1646| 0494( 0111 0020| 0003| 0000
1,0 3679 3679 1839 0613 0153 0031| 0005| 0001 0,0000
1,5| 2231 3347 2510 1255 0471 0141 0035| 0008| 0001 0,0000
2,001 1353| 2707 2707 1804| 0902| 0361| 0120 0034| 0009| 0002| 0,0000
2,5 0821 2052 2565 2138| 1336 0668| 0278 0099( 0031 0009| 0002| 0,0000
3,0 0498 1494 2240 2240( 1680| 1008| 0504| 0216 0081| 0027 0008| 0002
3,5 0302| 1057| 1850 2158 1888| 1322 0771| 0385 0169 0066| 0023| 0007
4,01 0183 0733| 1465 1954| 1954 1563| 1042 0595 0298| 0132| 0053| 0019
45| O0111| 0500 1125 1687| 1898 1708| 1281( 0824| 0463| 0232| 0104 0043
5,00 0067| 0337| 0842 1404| 1755| 1755| 1462| 1044( 0653| 0363| 0181 0082
6,0 0025| 0149| 0446| 0892 1339| 1606| 1606| 1377 1033| 0688| 0413 0225
7,01 0009| 0064| 0223 0521 0912| 1277| 1490 1490( 1304| 1014 0710| 0452
80( 0003| 0027| 0107| 0286 0573 0916| 1221 1396 1396| 1241 0993 0722
9,0 0001| o0011| 0050 0150 0337 0607| 0911 1171 1318 1318 1186| 0970

10,0] 0000| 0005 0023| 0076 0189] 0378| 0631| 0901 1126 1251 1251 1137

11




Mk |12 13 14 15 16 17 18 19 20 | 21 22 23 24
0,1

0.2

0.3

0,4

0,5

0,6

0,7

0.8

0.9

1,0

15

2,0

2,5

3,0 | 0,0001 | 0,0000

3,5 | 0002| 0001 0,0000

4,0 | 0006| 0002| 0001 | 0,0000

45| 0016 0006 0002| 0001 | 0,0000

50 | 0034| 0013 0005 0002 0000

6,0 | 0113 0052 0022 0009 0003 0,0001| 0,0000

7,0 | 0264| 0142 0071| 0033 0014| 0006| 0002| 0,0001| 0,0000

8,0 | 0481| 0296 0169| 0090| 0045| 0021 0009| 0004| 0002| 0,0001| 0,0000

9,0 | 0728 0504| 0324 0194 0109| 0058| 0029| 0014| 0006| 0003| 0001 | 0,0000
10,0 | 0948 0729| 0521| 0347[ 0217| 0128| 0017| 0037| 0019| 0009| 0004| 0002 0,0001

Problemy tego typu (losowanie bez zwracania gdy wsrdd elementdéw jest pewien wyrdzniony

podzbior) modelujemy rozktadem hipergeometrycznym.

Rozklad hipergeometryczny

Dla danej liczby obiektow N z ktorych M ma okreslong wtasnos$¢ losujemy n elementéw bez
zwracania. X - liczba wylosowanych obiektow o okreslonej whasnosci okreslamy funkcje

prawdopodobienstwa

L)
k \ n—k
P(X=k)y=—-—t>r—~——=
(X =k)="—2
n
gdzie n, N, M to liczby calkowite nieujemne,
max(0, M +n - N) <k <min(M, n)

Sprawdzenie poprawnosci:
Korzystamy z twierdzenia Vandermonda
" (q b a+b

zk n—k)

k=0

n
wtedy

12
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iP(X_k)—i(ﬁzm_fj— o i :@:1
PR

Warto$¢ oczekiwana

EX = Mn/N,
Wariancja
DX = nM (N —-M)(N —n)
N*(N-1)
Momenty zwykte
m, = nM {(n -1)(M -1) +1}
N N-1
m, = nM [(n —D(n-2)(M -D(M -2) 3(n-DHM-1) 1}
N (N-1)(N-2) N-1

_ M [ (n=D)(n=2)(n=3)(M ~D(M ~2)(M =3) _
N (N —1)(N =2)(N -3)

L6 =D=M )M =2) T(n-DM-1) 1}
(N-1)(N-2) N-1

4

Momenty centralne
_ nM(N—-M)(N-2M)(N —n)(N —2n)
- N3 (N-1)(N-2)

3

nM (N —-M)(N —n)

(N3 (N +1)=6nN>(N —n)+3M (N = M)(n(N = n)(N +6)—2N*))

M N NN =2)(N =3)
Wspotczynnik asymetrii
_ (N-2M)(N -2n)JN -1
(N =2)y/nM (N —M)(N —n)
Kurtoza
~ N*(N -1) NN +1)=6n(N -n) 6n(N-n)(SN-6) ) ,
(N =2)(N =3)N —n) M(N - M) N*(N -1)
Wilasnos$é

Dla rozktadu hipergeometrycznego zachodzi zalezno$¢

o 1=k M+1-k)
P(X =k)=P(X =k-1) (VM 8)

Rozwiazanie Problemu:
W tym przypadku n =6, N =49, M =6.

X — liczba odgadnigtych liczb,

13



wtedy

M\ N-M
P(X = k)= k )\ n—k
T N
n
Prawdopodobienstwa dla k od 3 do 6 mozna przedstawi¢ w tabelce:

k 3 4 5 6
pr | 0,017650403867 | 0,000968619724| 0,000018449900| 0,000000071511

Suma tych prawdopodobienstw wynosi okoto  0,018637545002 1 jest to szukane
prawdopodobienstwo.

Przyklad
Obliczymy warto$¢ oczekiwang i wariancje rozktadu hipergeometrycznego.

) g I ) oy
EX:;k N :N,; N-T)
[M%Ejj\/lzwﬂj (”—J
D 1

o)

Ostatnia rownos$¢ wynika z przytoczonego wyzej twierdzenia Vandermonda.

Obliczymy wariancje¢ rozktadu hipergeometrycznego.
D*X =EX’ —(EX) =E(X(X -1))+ EX —(EX

F I 5 o
E(X(X—l)):zn:k(k_l) kN n—k ) _nn-)MM - I)Z n—k

N N(N-1) py
n n—2

M-2\ N-M
_n(n=h)M(M - Z( ' J(n 2- ]j n(n-1)M(M —1)
NN-1) & N(N-1)
2]

Ostatnia rowno$¢ wynika tez z przytoczonego wyzej twierdzenia Vandermonda.
Wtedy

DZX:n(n—l)M(M—1)+n]1\\[/[_(nMj _nM(N -M)(N —n)

N(N-1) N N*(N -1)

14



Jest to problem wyznaczenia prawdopodobienstwa gdy wykonujemy cigg prob Bernoulliego
lecz nie narzucamy z gory liczby prob lecz liczbe pozadanych sukcesow, problemy tego typu
modelujemy rozkladem ujemnym dwumianowym.

Rozklad ujemny dwumianowy.
Niech m - liczba pozadanych sukcesow.

X - liczba prob Bernoulliego poprzedzajacych m sukcesow.

Dla danych p €(0,1), m eN okreslamy funkcje prawdopodobienstwa

k+m-1\ | .
P(X =k)= i p"q"| gdzie g=1-p

k=0,1,2, ..
Zauwazmy, ze gdy m = 1 to rozktad ujemny dwumianowy jest rozktadem geometrycznym.

Uwaga.
Okreslajac uogolnienie symbolu Newtona

(CJ _cle=1)(c=2)..(c— k+1)

c
i T ceR, keN oraz(0j=1

k

1 zapisa¢ funkcje prawdopodobienstwa rozktadu ujemnego dwumianowego w postaci

—m .
P(X =k)=( . jp'”(—q)

_ —-m (k+m—1
mozemy wprost udowodni¢, ze i =(-D

Sprawdzenie poprawnosci:

i > (k+m—1 2 (-
Chcemy udowodnié, ze ZP(X=k)= ( jpmqk:Z:(

=0 pry k

Korzystajac z twierdzenia dwumianowego

© (r
(x+y) = Z(k)xky"k , gdzie reR, y>0, RaPI|
k=0 y
[ m
mamy A= =>1] -9
k=0 k

i mnozac obie strony przez p™ otrzymamy potrzebng rownos¢.
Wilasnos$¢

Rozktad ujemny dwumianowy jest sumg m niezaleznych rozktadéw geometrycznych o tym
samym parametrze p.

15



Warto$¢ oczekiwana
EX =mq/p,
Wariancja
D’X = mq/p’
Momenty zwykte
. — mq(mgq +1)

2 2

p
_mg(m’q* +(Bm+1)g+1)

3
p
. mq(m’q’ +(6m* +4m+1)q° +(Tm+4)qg +1)

4 4

p

ms

Momenty centralne
_mq(q+1) 1 = mq(q” +(Bm+4)g+1)

3 3 4 4

p p

Wspdlczynnik asymetrii
_I+gq
Nmq

Kurtoza
2
k=24 s +3

mq m

Funkcja charakterystyczna

¢(t)=(1 P j ,
e

Wiasnosé
Dla rozktadu ujemnego dwumianowego zachodzi zalezno$¢
P(sz):P(sz—l)m_THk P(X =0)=p"

Przyklad
Obliczymy warto$¢ oczekiwang rozkladu dwumianowego.
Rozktad ujemny dwumianowy jest sumg m niezaleznych rozktadéw geometrycznych X; o tym

samym parametrze p zatem
EX = E(ZXI.) =Y Ex, =™
i=1 i=1 p
Analogicznie obliczymy wariancje rozktadu ujemnego dwumianowego (korzystamy z

niezaleznosci).
2 2 X " 2 mq
D*X=D (ZXIJ:ZD X, =—
i=1 i=1 p

Rozwiazanie Problemu:
Prawdopodobienstwo sukcesu wynosi 1/6, chcemy uzyska¢ dwa sukcesy dopiero w szostym
rzucie.

5421V 1V/(5Y
Zatem P(X =5)= — 1= =0,06698
5 6)\6
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Przyklad. Zadanie Banacha o zapalkach.

Pewien matematyk do zapalania papierosow postugiwatl si¢ dwoma pudetkami zapatek (jedno
w lewej kieszeni i jedno w prawej kieszeni), wyciagajac je na chybit-trafil. Po pewnym czasie
stwierdzil, ze jedno jest puste. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w drugim pudetku jest
wtedy k zapatek, jezeli poczatkowo w kazdym pudetku byto n zapatek?

Przyjmijmy, ze sukcesem jest wybor lewej kieszeni, p = 0,5. Zatem n - k porazek poprzedza
n + 1 sukces. To samo stosuje si¢ do drugiej kieszeni, zatem szukane prawdopodobienstwo

) n—-k+n+1-1 T 2n—-k\_ ., .,
wynosi 2 0,5"70,5"" = 2
n—k n

Np. gdy n =50 i k = 10 to szukane prawdopodobienstwo wynosi 0,048363.

h

Jest to problem wyznaczenia prawdopodobienstwa gdy losujemy jeden element bez
preferencji, tzn. wybor kazdego elementu jest tak samo prawdopodobny. Problemy tego typu
modelujemy rozkladem dyskretnym jednostajnym.

Rozklad dyskretny jednostajny.
Funkcja rozktadu prawdopodobienstwa.
¢, n - catkowite; n >0
P(sz)zl k=cc+l,c+2,..,c+tn-1
n

Parametry:
Warto$¢ oczekiwana

EX=c+(n-1)/2;
Wariancja

D2X = (n®- 1)/12
Odchylenie standardowe

n’-1

DX =

Momenty zwykle
2n* +3Q2c-Dn+1
m, = 5 +

c(c—1)

3 2 2
: _n +2(2c—-Dn 4+(6c 6c+1)n+c(c2—1,5c+0,5)
6n* +15(2c —1)n’ +10(6¢* — 6¢ +1)n* +30c(2c” —3c+1n -1
m, = 20 +
Momenty centralne

c’(c” =2c+1)

#; =0
B (n* -1)(3n* =17)
! 240

Wspotczynnik asymetrii
a=0
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Kurtoza
k=1,8-2,4/n*-1)
Funkcja charakterystyczna.

eict l_eint
p(t) = -
nll—e

Rozwiazanie Problemu:

X - numer wylosowanego losu. Zbidr wartosci jest 100 elementowy wigc kazdy los moze by¢
wybrany z prawdopodobienstwem 0,01.

Zatem P(X =13)=0,01.

Pytania kontrolne.

1. Szczegdlnym przypadkiem rozktadu dwumianowego jest rozklad .........c.ccooceeviniiniinennenn. .
2. Szczegb6lnym przypadkiem rozktadu ujemnego dwumianowego jest rozklad ...................... .
3. Rozktad dwumianowy jest symetryczny dlap = ............. .

4. Zbior wartosci zmiennej losowej o rozkltadzie Poissona to zbidr ..........ccccecevvevieniniiennnne .
5. Funkcja prawdopodobienstwa rozktadu geometrycznego ma najwigksza wartos¢ dlak = .....
Pytania testowe.

1. Rozpatrujemy zdarzenie (3 <X <5).

Dla ktorego z rozktadow Poissona z parametrem A prawdopodobienstwo tego zdarzenia jest
najmniejsze:

Al »=2 [B] r=05 A=15 D] %=025

2. Funkcja prawdopodobienstwa zmiennej losowej X ma postac

25 1 k 4 25—k
P(X=k)= —| | = k=0,1,...,25. Wartos¢ oczekiwana EX wynosi:
kJ\5/ \5

5 B| 1/3 15 D | 253

Rozpatrujemy zdarzenie (-1 <X < 1). Dla ktérego z rozktadéw dwumianowych
parametrem 7 = 10 1 p prawdopodobienstwo tego zdarzenia jest najmniejsze:

p=08 [B] p=085 p=0,95 D| p=09

Rozpatrujemy zdarzenie (-1 <X <1). Dla ktérego z rozktadow geometrycznych
parametrem p prawdopodobienstwo tego zdarzenia jest najmniejsze:

2l ISR e IS P

p=01 [B] p=05 [c] p=075 D] p=09

5. Wartos$¢ oczekiwana rozktadu dwumianowego z parametrem n = 10 wynosi 2. Wtedy
dystrybuanta tego rozktadu jest rowne:

Al 02 B| 1 1,6 D] 20

L.Kowalski 24.10.16
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