L.Kowalski — Niezawodngt-teoria i rozktady

NIEZAWODNO SC

Zaktadamyze obiekt jest prosty (nie wnikamy w strukiur nieodnawialny.

T-zmienna losowa oznaczap zdatnéc (trwatas¢) obiektu czyli czas do jego uszkodzenia.

Mozna przyjmowa, ze jest to proces gty w czasie wartéciach 0 1.

Funkcje niezawodriai.

Dystrybuanta F(t) zmiennej losowej T

Ft) =P{T <t}

Funkcja niezawodrigi R(t) - prawdopodobiestwo,ze czas do uszkodzenia obiektu jest

wigkszy odt

R(t) = P{T >t}

Gestas¢ zmiennej losowej T

f(t)=%F(t)

FunkcjaA(t) intensywndéci uszkodzé

Jo=TO _f0
1-F(t)  R(t)

Funkcja wiodca/\(t) (wyczerpywanie gi,zapasu niezawodroi”)

A(t) = j'/l(u)du

Warunkowa funkcja niezawodé@ Rt(t) —prawdopodobigstwo warunkowe zdarzenize

obiekt zachowa stan zdatwojeszcze przez czas co najmrigjod warunkiemze do chwili t

nie doszto do uszkodzenia.

P{T=t+7} _R(t+1)
P

R(n)= {T >t} R(t)
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Wartcé¢ oczekiwana E(T) zmiennej losowej T.
Wariancja B(T) zmiennej losowej T
Kwantyl rzedu p zmiennej losowej T oznaczamychwila, dla ktorej F(t) ogga

wartasé p):
Flt,)=p
Typowe rozktady czaséw zdatioi:
Rozktad wyktadniczy
f(t)=1e",t=0
F(t)=1-e™,t>0
R(t)=e™,t>0
A)=A,t=0

Alt) = At,t =t

R(r)=e",t=0

E(T) :§ D?(T) ==

transformata Laplace’aggtcsci  f Ij(s) =

Inne rozkiady:

Rozktad Erlanga,

Rozktad gamma,

Rozktad Weibullaa,

Rozklad Rayleigh’a,

Rozktad normalny,

Rozktad normalny uety,

Rozktad logarytmiczno-normalny,
Rozktad pog¢gowy,

Rozktad mieszaniny,
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Obiekty proste odnawialne z niezerowym czasem odngw

XOr T, T2 Ts Ty
l ........................... E ..........
N1 N2 Ns t
0 - ,
N (t) strumien uszkodzen
N,(t) strumien odnowien

Zmienne Ts3 zmiennymi losowymi oznaczgjymi kolejne czasy poprawnej pracy obiektu
okreslone dystrybuantF(t), gestdscia f(t), transformag Laplace’a f*(s), wartécia

oczekiwan 0; oraz odchyleniem standardowym

Zmiennen; 3 zmiennymi losowymi oznaczgjymi kolejne czasy odnéw obiektu oki@ne
dystrybuang G(t), gestaécig g(t), transformag Laplace’a g*(s), warticiag oczekiwan 6, oraz
odchyleniem standardowyop.

Zmienna losowd; jest sung zmiennych losowych oznaczaaych czas poprawnej r-tej pracy

obiektu i czas r-tej odnowy obiektu.
TI’ :TI’ +’7|’

Zmienne losowes, Ty, T3, ... mag identyczny rozktad o dystrybuancigt) i gestasci
d t
#(1) = @) = [ F(t-X)g()dx
0

Zatem ¢D(S) = f D(S) EQD(S) (tw. Borela)

Charakterystyki procesu odnowiai Ny(t)

Czast, do r-tej odnowy t',' SO AT, 4T+ T,
Ma dystrybuant ®, () = L—l{qgrﬂ(s)}
| gestos 8.0 =g (o)}

* oznacza transformat_aplace’a, [* oznacza retransformat
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gdzie
%) = (¢(9)) = (%) 8%(9))

(9 =419 =1 (9 59)

dla czaséw odpowiednio dych (t- o« ) zmienna losowa#, dazy do rozktadu normalnego

N(r 6, +6,),/(02? + o2 ) )

Dla dwych t (duza liczba odnowig) proces N(t) dazy do

t  JJlo?+o?)a

66, (g+0,):
Funkcja odnowy kK{t) — oczekiwana liczba odnowielo chwili t

H,(t) = E(Nz (t))

gdzie O 0
1 f
Gestas¢ odnowy h(t) h,(t) = L‘l{hZD(s)}
_ ey = (S)B(S)
gdzie O e

Charakterystyki procesu uszkodz& Ni(t) wyznaczamy analogicznie.
Dla dwych t (odpowiednio dia liczba uszkodzg proces N(t) dazy do

N[ t \/iaf+a§iﬂj

a+6," (g+0,)

Funkcja uszkodzeH;(t) — oczekiwana liczba uszkodzdo chwili t

H,(t) = E{ Nl(t)}

gdzie 1 f7(s)
H, (t) = L{H ()} Hi(s) =5 9 W E)
Gestas¢ uszkodze hy(t) h(t) = L‘l{hf(s)}
gdZie f D(S)
h(s) =

1- fY(s) [B(s)
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Charakterystyki t gczne
Wspotczynnik gotowsci ky(t) - prawdopodobigstwo poprawnej pracy obiektu w chwili t

ko (t) =P{X(t) =1
k, (t) =1-F(t) +Jt'h2(u)[1— F(t-u)]du

oraz

k, (0 = LH{K(s)}

gdzie

o= okl O

Dla dwych t otrzymujemy:

. o1 S

Ky =lim K, (t) = 8 E![l F (u)]du
Lecz

T[l—F(u)]duzﬁl

0
czyli P

Ks=g+a

1 2

P(t,t+1) — prawdopodobigstwo tegoze w przedziale (t,t8) nie kpdzie uszkodzenia
t
P(t,t+7) =1~ F(t+7)+[h,()[1~F (t +7 - x)]dx
0

a dla daych t (korzystajc z tw. Smitha) otrzymujemy charakterysgygraniczna

[oe)

P(r) = lim Pt t+7) == [[R)ly

1 2
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WYBRANE ROZKtLADY PRAWDOPODOBIE NSTWA
ZWI AZANE Z NIEZAWODNO $CIA

Rozktad dwumianowy

Dla danychp (0,1, nON okrelamy funkcg prawdopodobigstwa

P(X=K = [D pqmX gdzieq=1-p
k=0,1,2, ...n.

Zauwamy, ze gdyn = 1 to rozktad dwumianowy jest rozktadem zerojdaymym.

Jeli przyjmiemy, ze n oznacza liczbniezalenych déwiadczeé z ktorych kade kaczy sk
jednym z dwoéch wynikow: ,sukcesem” (z prawdopodabimem p w kadym
doswiadczeniu) lub ,porzka” i zmienna losowaX oznacza liczb ,sukcesow” to powyszy
wzor wyznacza prawdopodobienstwo uzyskania dokladnie k sukceséw w n

doswiadczeniach(prébach).

Przykfad

Prawdopodobigstwo uszkodzenia kserokopiarki przed uptywem gwgravynosi 0,2. Firma

zakupita 6 kserokopiarek. Obliczyprawdopodobigstwo, ze przed uptywem gwarancji 2
kserokopiarki uleggm uszkodzeniu. Jaka jest najbardziej prawdopodoibbrbd uszkodzonych

kserokopiarek przed uptywem gwaranciji.

X — liczba uszkodzonych kserokopiarek przed uptyvgerarancji,
6 2
P(X=2)= 5 0,2°0,8" = 1510 0410 4096 ,024576

Uwaga
Funkcg prawdopodobikstwa zmiennej losowef mozna przedstawi

w tabelce:

Xk 0 1 2 3 4 5 6
p« | 0,2621( 0,3932| 0,2458| 0,0819| 0,0154| 0,0015| 0,0001

Zauwamy, ze najbardziej prawdopodobiiczba uszkodzonych kserokopiarek jest 1.
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Przykfad
Obliczymy wartd¢ oczekiwag rozkladu dwumianowego.

n

o n kn—k_
Ex'ék@ N TETLA R

k=1

X n-1)! n-
pZ (n-1) P“'q" ™ =np(p+q)"* =np

T (k=Di(n-k)!
Wariancja rozktadu dwumianowego wynosi
D*X =npq

Rozklad Poissona

Dla A > 0 okrdlamy funkcg prawdopodobigstwa
k

A _
P(X = k):Fe " k= 01,2

(wartasci tych prawdopodobiestw zawiera tablica rozktadu Poissona)
Rozktad Poissona (nitiwosé¢ odczytu w tablicy) mee dla duaych n (praktycznien = 30) i

matychp (praktyczniep < 0,2) przyblia¢ rozktad dwumianowy (przybienie Poissona)

n k n-k /1k H
=Z g dzie A =n
(ka q ki g [p

Oszacowanie btlu przyblienia:

n k n—k /]k -1
Ssu -—e
K [{kj Pq k!
Przyktad

W pudetku jest 40@arowek. Jakie jest prawdopodoliséno, ze wsrdéd nich jest Szaréwek

o
n

wadliwych, jeli wadliwos¢ produkcji takichzaréwek wynosi 0,5%7?

Jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba uszkogzozarowek w tym pudetku?
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Zastosujemy przyhtenie PoissonaA =nl p=400[ Q 005 2

W tablicy rozktadu Poissona odczytamg;
P(X=5) =0,0361

Réwniez w tablicy rozktadu Poissona odczytamie najbardziej prawdopodobna liczba
uszkodzonychzaréwek w tym pudetku to 1 lub 2 (dla obu tych liqatawdopodobigstwo

jest réwne 0,2707).

Parametry:

Ex=S kA et =43 A et =3 A e oy
k=0 k! k=1 (k _1)' =0 3

D*X =1

Uwaga

J&ili X jest zmienp losowy 0znaczajcy liczbe wystpien ustalonego zdarzenia w

przedziale czasu [0, t] to przy typowych zadniach

At)
P(X, :k):%e " k=01, ..

EX, = At DX, = At

Przyktad
Badamy awaryjn@ pewnego uradzenia. Na podstawie wielokrotnych obserwacji wsta)

ze srednia liczba awarii na godzinvynosi 0,01. Wtedy prawdopodobstwo,ze w cagu 100

godzin wysipi jedna awaria dmlzie rowne

(0010100} e "% =0,367879

P(X0 =1 = " (odczyt z tablicy)
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Rozktad wyktadniczy
Rozkiad ten wyspuje czsto w zagadnieniach rozkiadu czasucdmy zgtoszeniami
(awariami) lub czasu oczekiwania na obgtugsystemach kolejkowych.

Gestas¢ rozktadu wyktadniczego o parametrze a > 0 ma posta

f(x) = ae x>0
0 Xx<0

dystrybuang tego rozktadu jest funkcja

_ A—aX >
F(x) = 1-e x>0
0 Xx<0

(uzasadnienie: F'(x) = f(x))

Przyktad
Obliczymy EX
T o 1o\ 1
EX = Ixae dx = (— Xe¥-——e™®| ==
0 a 0 a
podobnie
1
DZX = —
a
Wiasnaos¢.

1) Jali liczba zgtoszé w systemie kolejkowym w przedziale czasu (t, t nia rozktad
Poissona o parametrad, oraz liczby zgtoszaeprzychodace w rozycznych przedziatach
czasu g niezalene to czas X mdzy kolejnymi zgtoszeniami ma rozktad wyktadniczy o
parametrze a = A/

2) Dla dowolnych t, T > 0 mamy
P(X 2t+T | X2 t) = P(X 2T) (wlasna¢ braku pamici)
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Uzasadnienie.

P(X2t+_|_|x2t):P(X2t+TEX2t):P(X2t+T):
P(X >t) P(X >t)

e—(t+T)a ta

=== =e™=pP(X=2T)

Jest to jedyny rozktad gty o tej wtasnéci.

Wyktadniczy rozktad czasu do uszkodzenia wysje najczsciej gdy uszkodzenie nggiuje

wskutek dziatania czynnikdw zewtnznych.

Dyskretnym odpowiednikiem rozktadu wyktadniczegstjeozktad geometryczny.

Przyktad

Badamy awaryjn@ pewnego urgdzenia. Na podstawie wielokrotnych obserwacji wsta)
ze $redni czas nadzy awariami wynosi 10 godzin.

Prawdopodobigstwo, ze czas midzy kolejnymi awariami édzie wigkszy od 10 godzin

bedzie réwne
P(X >10)=1-F (10) = e =¢™* =0,367879 (odczyt z tablicy)

Prawdopodobigstwo, ze czas midzy kolejnymi awariami gdzie wickszy od 20 godzin

bedzie rowne

P(X >20)=1-F (20) =e " =¢?* =0,135335 (odczyt z tablicy)

10
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Rozkiad Weibulla.

Rozktad wyktadniczy modeluje niezawoddoo statej intensywni@i uszkodze.
Ogolniejszy model w 1951 roku zaproponowat W. Wéikanalizugc trwatasé
wyrobow.

Wprowadzenie.

Dyskretnym odpowiednikiem rozktadu wyktadniczegst j@zkiad geometryczny

X — czas (dyskretny) dpierwszegouszkodzenia,

p — prawdopodobiestwo uszkodzenia w jednym okresstata niezaleéna od czasl,

Funkcja prawdopodobistwa tego rozkladu ma poéta
P(X=t)=pl-p)™" t=1,23, ...
Uzasadnienie

Niech A — zdarzenie poleggie na uszkodzeniu wdzenia wi-tym okresie

P(X =1) = P(A)P(A) - P(A)P(A) = p(L=p)""

Jest to dobrze okimny rozktad bo

ZP(X—t) Zp(l p)‘l—pZ(l pr=p———

1- (1- )
Parametry
1
Wartas¢ oczekiwana EX=m=—
P
Wariancja D*X =0* = iz
P

Wiasna¢ (brak pamieci).

P(X>t+71)

P(X>t+r| X >t) =
P(X >t)

=(L-p)" (nie zaley od t)

Uzasadnienie

11
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P(X>K)= > pa-p)'™ = p-p)* Y (- p)' =

i=k+1

=pa-p* > pa-p) =0-p)'
Zatem

P(X >t+7|X >t) = P(P>zx> :)’) = (tl_—p;)‘ = - p)’

Podstawow zasad prowadzaca do rozkiadu wykladniczego jest wihagap

prawdopodobigstwo zdarzenia w krotkim czasid jest w przyblieniu rowneiAt =
At gdziel jestsredny liczbg zdarzé na jednostk czasu i nie zalgy od numeru tego
n

przedziatu. Zatem prawdopodohstwo braku sukcesu w n takich przedziatach jest

-]

i dazy przy n rosgcym do nieskaczondci do €™ co daje znan dystrybuang

rowne

rozktadu wyktadniczego

PR <
F(t) = 1-e t<O
0 t=0

Niekiedy zamiast parametiustosuje si wielkos¢ 77 =% .
Konstruupc rozktad Weibulla przyjmujemy wiaskod prawdopodobigstwo zdarzenia

w krétkim czasieAt jest w przyblieniu rowneliAt czyli sredng liczba zdarzeé na

jednostk czasu zmienia siwraz z uptywem czasu i zale od numeru tego

12
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przedziatu. Zatem prawdopodoh#two braku sukcesu w n takich przedziatach jest

rowne

n

Q.= ||_=1| (1_/]iAt)

Po zlogarytmowaniu
InQ, = anln(l—/lim) D—Zn:/liAt
i=1 i=1

Gdy At dazy do zera i n roggtym do nieskaczondci otrzymamy granie
t
INQ(t) = —j/\(r)dr = -A(t)
0

Po usuniciu logarytmu otrzymamyQ(t) = e ™" co daje dystrybuaat

— _A(t) <
Fa):l'e t<O0
0 t=0

B
t
Gdy przyjmiemy/\(t) = [Ej to otrzymamy dystrybuaatrozkiadu Weibulla

)
F(t)=41-e "’ dlat>0
0 dlat<O

gestas¢ rozktadu Weibulla
s

p——e dlat>0
1]

0 dlat<0

f(t) =

Rozklad jest zdefiniowany d|g 7 > 0,

n - charakterystyczny czagcia, [ - parametr ksztattu

13
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Wiasnosé.

Dla kazdego$> 0

P(X <n) =1-2 = 0,6321
e

Trzyparametrowy rozkiad Weibulla.

-

L [t
f(t):<'8(t ,;%) T

0 dla t<t,

Rozktad jest zdefiniowany dig n > 0,to=> 0.

to — przesurgcie (minimalny czagycia).
Wybrane parametry rozpatrywanego rozktadu:

Wartas¢ oczekiwana
1
EX=m :ﬂr(— +1J
B

gdzierl jest funkcj gamma Eulera,

D?X = o =/72{r(3 +1j - rz(i +1H
B B

Wariancja

14
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Wspotczynnik zmiensa

Moment rzdu k
EX*=m ZUKFLE +1j
B
Moment centralny edu 3

E(X -m)° = 4, =/73{r(%+1j—3r(%+1)r(%+1}+ zrf{%ﬂﬂ

Moment centralny edu 4

E(X-m)* =4, =/74{r(%+1]—4r(%+1]r[%+1j +

(o o)

Mediana
M, =7n(in2f"”
p-kwantyl
t, =n(-In@- p))"'”
Dominanta

15
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Wspoiczynnik asymetrii
F(S +1j - 3F(2 +1JF(1 +1j + 2F3(1 +1j
Lo \B s )\ "B
oy
B B

Kurtoza

Aol ol
et

Funkcja ryzyka (intensywséuszkodze)

f) _ tft

1—F(t)_'B t>0

A(t) = h(t) = 7

Dla S < 1 funkcja malejca,

Dla S =1 funkcja stata,

Dla > 1 funkcja rosgca,

16
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Zagadnienie estymacji parametrow rozktadu Weibulla.
Metoda momentéw ktéra chocia daje estymatory o stabszych wiasriach to
charakteryzuje siduza prostog. Mianowicie najpierw wyznaczamy estymator parametr

B z rébwnaci

r(z +1j
1evz =P )

e
5

S
gdziev jest wspotczynnikiem zmiensa wyliczonym z pr(’)by,V - ? :

Nastpnie estymator parametruwyznaczamy z rowrai

X

n=——
5]
14

Metoda najwiekszej wiarygodndaci.

Nalezy rozwigzat uktad rowna

nzn: x”
n = n n
N xInx =Y x> Inx
i=1 i=1

18:

=1

1

n = lznlxiﬂ 5
n=

17
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Metoda kwantyli empirycznych.

InL- p,)
In(L- p,)

t
In| 2=
t

)

18:

tpl +tp2
1 1

(=In(1=p))s +(=In(L-p,))s

Najwyzsza efektywn& estymatoréw parametrow rozkiadu Weilbulla (rgwrd,64)

otrzymujemy dla kwantyli rdu p = 0,24 i p = 0,93, wtedy

22711
B=——
In Yoo
t0,24
— t0,93 + t0,24
= T 1
(0,2744)5 +(2,65935
Uwaga.

a) dla B =1 rozkiad Weibulla staje sirozktadem wyktadniczym,

b) dla g = 2rozktad Weibulla staje srozktadem Releya z parametre\%,

18
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C) zmienna losowa = ﬁln[lj , gdzie X - rozktad Weibulla ma rozkiad
7

wyktadniczy z parametrem 1,

d) jesli X jest zmienmn losowy o rozktadzie jednostajnym w (0, 1), to zmiennaiea

1
Y:/7(—In X)Z ma rozktad Weibulla, (wlasdé ta pozwala w prosty sposéb

generowa liczby losowe o rozktadzie Weibulla),

e) dystrybuang rozktadu Weibulla mzna dobrze przyhlie¢ dystrybuanta rozktadu

()

F(t,/],ﬂ) =P ——=
a

log-normalnego.

(maksymalny kajd 0,038)

X
gdzie M=—7— a = \/|n‘1+ V2 ’

1+v

@ - dystrybuanta rozktadu N(0,1)

Strona internetowa

www.weibull.com

poswiccona zagadnieniom zydanym z rozkladem Weibulla, ich zastosowaniami
i aktualnymi programami wspomageymi obliczenia. Strona ta jestagie rozszerzana
i aktualizowana, dag wytkownikowi mazliwos¢ korzystania z najnowszych rozmen

dotyczcych rozktadu Weibulla.

19
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Wykres gstasci dla wybranych parametrow:

----eta=1, beta=0,5 ——eta=1, beta=2 ——eta=1,beta=4

1,6

1,4

1,2

1 1Y
08 1

f(t)

0,6
0,4 1
0,2 1

0]

020 2 4 6

--eta=1,beta=2 —eta=2, beta=2 ——eta=3,beta=2

1
0,9 1
081 « ®
071 «

0,6 M LY

0,5

0,4 1+ —

0,3 . // NG
- + >~

0,2 ¢ v
~
7 * T~<
0,1 1/ * S~
N, g
v > - TS Te——
0 \ = \ T == \

010 2 4 6 8 1

20
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Uogélnieniem rozktadu wyktadniczego i rozktadu Wil jestrozktad gamma

Odgrywa on szczegdn role przy modelowaniu niezawodém obiektow
odnawialnych (suma niektorych zmiennych losowychroaktadzie gamma ma rozkfad
gamma, np. j@di czas pracy midzy uszkodzeniami ma rozkiad gamma to sumaryczag cz
pracy te& ma rozkiad gamma (z innymi parametrami))

Gestas¢ rozktadu gamma

Aat a-1 i
e dlat>0
f(t)=4 I'(a)
0 dlat<O

Rozktad jest zdefiniowany dla, 4 > 0,

Gestas¢ uogolnionego rozkladu gamma

ﬁAalﬁta—l e—/]tﬂ
t(t)=4 M(alp)
0 dlat<0

dlat>0

Rozktad jest zdefiniowany dlas>0, 1 > 0,

Uwaga.

a) dla a = [ =1 rozktad gamma stajegsiozktadem wyktadniczym,

b) dla a = 8 rozklad gamma stajecsiozkiadem Weibulla,

c) dla a =S = 2 rozklad gamma stajegsiozktadem Releya,

d) dlaag =3 [ = 2rozktad gamma stajecsiozktadem Maxwella,

e) daa=n/2 =1 A=1/2rozklad gamma stajecsiozktadem chi kwadrat,
f) dlaa=n, =1 rozklad gamma stajecsiozktadem Erlanga,
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