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tancuchy Markowa

tancuchy Markowa to procesy dyskretne w czasieyskcetnym zbiorze stanow,

"bez pamgci”.

Zwykle bedziemy zakladg ze zbior standw to podzbior zbioru liczb catkowityZhlub
zhioru{0,1, 2, ...} jako uproszczenie zapid&,, S, S, ...} .

tancuchem Markowa nazywamy proceseblacy ciggiem zmiennych losowych
Xoy Xq, ...
Okreslonych na wspolnej przestrzeni probabilistycznejypmujacych wartdci catkowite

i spetniajce warunek
P(Xn = j‘xo = ioa X, :il’ e Koy = in—l):

=P(x, = il%,u=in) L a

n igrrinag. i 0{01,2,...}

Zatem dla tacucha Markowa rozktad prawdopodaisénva warunkowego potenia w n-tym
kroku zaley tylko od prawdopodobisstwa warunkowego potenia w kroku poprzednim

a nie od wczéiejszych punktow trajektorii (historia).

Niech
(n) _ _ - -
pij - P(Xn - J‘Xn—l - I)
oznacza prawdopodolistwo warunkowe przégia w n-tym kroku ze stanu i do stanu j.

Jeili pi‘j”) nie zalea od n to ts&cuch nazywamyednorodnym (jednorodnym w czasie)
| stosujemy zapig; .
Zaktadajc, ze numery standwgscatkowite, nieujemne nima prawdopodobisstwa przejé
zapis@ w macierzy
(n) (n)

00 01

™ =| p™ M
P - 10 11

W pierwszym wierszu mamy kolejno prawdopoddbie/o pozostania w stanie 0 w n-tym
kroku i prawdopodobigstwa przejcia w n-tym kroku ze stanu o numerze 0 do stanow o

numerach 1, 2, itd. Analogicznie okiene g pozostate wiersze.



L.Kowalski —+ancuchy Markowa

Dla tancuchow jednorodnych powgzg macierz oznaczan®yi ma ona posia

Poo  Po1
P=1po, Py

Wiasnaci macierzy prawdopodohistw przejé:

a) p” =0 b) suma kadego wiersza jest réwna 1.

Zauwamy tez, ze w macierzy tej nie nme istni€ kolumna ztaona z samych zer.

Kazda macierz spetnigpa warunki a), b) nazywammacierza stochastycza.

Bedziemy dalej przyjmow@najczsciej, ze rozpatrywane fecuchy Markowa maj skaiczona
liczbe standw.

pi(n) - prawdopodobigstwo znalezienia siw stanie i po n krokach (rozkiad zmiennej
losowej X,). Prawdopodobigstwa te stanowisktadowe wektora p(n), jest to rozkkascucha
Markowa po n krokach

pi(0) - prawdopodobigstwo znalezienia siw stanie i w chwili pocgtkowej (rozktad
zmiennej losowej X - rozktad pocatkowy). Prawdopodobiestwa te stanowi sktadowe

wektora p(0).
pij - prawdopodobigstwo przejcia od stanu i do stanu j w jednym (dowolnym) kroku

= [p]- macierz prawdopodobigistw przejsé (w jednym kroku), jesto macierz

stochastyczna

Przykifad.
Btadzenie przypadkowe z odbiciem. Np. gdy stany @4 ddbijagce

o] Tl S [l Sl 4]

o0 o0
[0 1 0 0 O]
g 0 p OO
P={0 g O p O
0O 0O0g O p
|10 0 0 1 0]
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Przyktfad.
Btadzenie przypadkowe z pochtanianiem. Np. gdy star¥ § pochtaniajce

o] ol S 12l S le Tle o

10 0 0 O]
g 0 p OO
P=(0 g 0O p O
0 0g O p
10 0 0 0 1]

Problem ruiny gracza jest szczegldlnym przypadkiem abtenia przypadkowego
z pochtanianiem. Gracz dysponuje pgikpwo kwot k zi. W kolejnych etapach z
prawdopodobigstwem p wygrywa 1zt albo z prawdopodatsevem q = 1- p przegrywa 1zt.
Gra kaiczy sk gdy gracz oggnie kwot w > k zt lub przegra wszystko.

Zatem mamy dwa stany pochtan@g O i w.

Graf i macierz rozpatrywanegaitaucha g nastpujace.

1C[O] oo [1 g‘:m‘ oo [k gm' oo [W 1 Dj)q[w]zl
1 0 0 0 ... O]
q o0 p O0...0
P={0 g O p...0
00qg 0...0
000 0.. 1]

rozktad pocatkowy okrela X, =k
J&li przez r(k) oznaczymy prawdopodobstwo ruiny gracza, ktory rozpogzgre z kwog
k zt to rozwizujac rownanie rekurencyjne
r(k)=qgr(k=-2 + pr(k+2)
z warunkami r(0) =1, r(w) =0, otrzymujenpg prawdopodobiestwo ruiny gracza wynosi

r(k) gdy p#q
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oraz I’(k)zl—E gdy p:q:l
w 2

Jeli przez z(k) oznaczymy prawdopodohiétwo zdobycia przez gracza kwoty w, ktéry
rozpocat gre z kwot k zt to rozwiazujac rownanie rekurencyjne
z(k) = pz(k +1) +ar(k -1

z warunkami z(0) =0, z(w) = 1, otrzymujemy

y-
z(k) = p—w
3~

p

oraz z(k)=5 gdy p:q:l
w 2

gdy p#q

Zauwamy, ze r(k) + z(k) = 1 co oznaczag gra musi siskaiczyc.

Przyktfad.
Elektron mae znajdowa siec w jednym ze standw (orbit) 1, 2, ....w zalesci od posiadanej
energii. Przejcie z i - tej do | - tej orbity w ggu 1 sekundy zachodzi

—a\j—

z prawdopodobigstwemc e " a>0 jest dane.

Wyznacz ¢ i macierz P.

Przyktfad.
Narysuj graf tacucha Markowa odpowiadgly macierzy prawdopodohistw prze§c
1/2 0 1/2
P=|1/2 1/3 1/6
1/2 1/2 O
Przykifad.

Zapisz macierz P dladauch a Markowa przedstawionego grafem

o] T, | 2] T ] s (4] e
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P(n) = P' = [p;(n)] - macierz prawdopodobistw prze§¢ od stanu i do stanu j w n krokach,

Roéwnanie Chapmana, - Kotmogorowa:

p;(k+1)=2" p (K) Py, (1)

Wiasnos¢:
Znajgc rozktad pocgtkowy i macierz P miemy wyznacz§ rozktad zmiennej losowej X

czyli prawdopodobigstwo znalezienia siw poszczegoélnych stanach po n krokach:

(Po(n), Pa(N), ) = (R(0), P2(0), ...)P".

czyli p(n) = p(o)P'
Mamy tez whasnd: p(m + n) = p(m)P'
Przyktfad.
Rozpatrzmy tacuch Markowa o macierzy
05 O 05
P=| 0 025 075
05 05 O

i rozktadzie pocgtkowym p(0) = (1, O, 0).

Po pierwszym kroku prawdopodobhgwa znalezienia siw poszczegollnych stanach s

rowne
05 O 05
p@ =pOP=[100]] 0O 025 075|=[050,05]
05 05 0

Po drugim kroku prawdopodolsistwa znalezienia sw poszczegoélnych stanachréwne

05 025 025
p(2) = p(O)P? = [100]| 0,375 0,438 0188|= [05025;025]
025 0125 0,625

Po trzecim kroku prawdopodolastwa znalezienia siw poszczegoélnych stanachréwne

0,375 0188 0,438
pd) = p(0)P*® = [100]| 0,281 0,203 0,516|=[0,375 0,188 0,438
0,438 0,344 0,219
Obliczapc kolejne patgi macierzy P mzemy wyliczone wartéci p(n) zestawd dla
n=1, .., 12 w nagpujacej tabeli i przedstawina wykresie.
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krok Stan O Stan 1 Stan 2
1 0,5 0 0,5
2 0,5 0,25 0,25
3 0,375 0,188 0,438
4 0,406 0,266 0,328
5 0,367 0,23 0,402
6 0,385 0,259 0,356
7 0,371 0,243 0,386
8 0,379 0,254 0,367
9 0,373 0,247 0,38
10 0,376 0,252 0,372
11 0,374 0,249 0,377
12 0,376 0,251 0,374
—4—9n0 - 9enl—0-9an?2
6
C;’Q
=05
c
204
3
503
o

0 2 4 6 8 10 12 14
kroki

Zauwamy, ze rozpatrywane prawdopodohstwa stabilizuj sic na okrélonym poziomie
i dgzg do pewnych granic, co zydane jest z regularda rozpatrywanej macierzy
stochastyczne;.

Jak pokaemy wkrétce, istnigj sposoby wyznaczania tych granicznych prawdopodshie
bez obliczania pey macierzy P.

Zobaczmy teraz jak zmieniagsprawdopodobigstwo znalezienia siw ustalonym stanie
w poszczegolnych krokach, gdy zmieniarsizkiad pocatkowy.

Rozpatrzmy stan 0 i rozktady patkowe p(0) = (1, 0, 0), p(0) = (0, 1, 0), p(0) = @ 1).
Obliczone prawdopodohistwa (w podobny sposob jak wej) zestawiono w tabel

i przedstawiono na wykresie dia 1, ..., 12
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p(0) \ krok| 1 2 3 4 5 6 7 8 of 10 11] 12

p(0) =(1,0,0)| 0,5 0,5/ 0,375| 0,406| 0,367| 0,385| 0,371| 0,379 0,373| 0,376| 0,374| 0,376

p(0)=(0,1,0) 0| 0,375/ 0,281 0,398 0,346/ 0,388| 0,364| 0,381 0,371| 0,378 0,373| 0,376

p(0)=(0,0,1)| 05| 0,25/ 0,438/ 0,328| 0,402| 0,356| 0,386/ 0,367| 0,38/ 0,372| 0,377| 0,374

| ——X(0)=0 —m—X(0)=1 —A—X(0)=2 |

0,6

0,5

0,4 -

0,3 ™1

prawdopodobieiastwo

kroki

Zauwamy, ze rozpatrywane prawdopodobgtwo dla daych n nie zaley od rozktadu
pocztkowego.

Granie T = p(«) =lim p(n) (o ile istnieje ) nazywamyozktadem granicznym tancuch
Markowa.
n=(M,n, n,,..).

tancuch Markowa dla ktérego istnieje rozkiad graniczmezaleny od rozkiadu

pocztkowego p(0) nazywamkancuchem ergodycznym

Twierdzenie.

Rozktad graniczny nie zalg od rozkiadu pocgkowego p(0) wtedy i tylko wtedy gdy

. . . H n — .
wiersze macierzy graniczném P" = E s takie same.
Nn- oo

Warunek ten jest spetniony dla macierzy P regujgjeénokrotna wart& wkasna réwna 1).
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Uwaga.
J&li pewna pogga macierzy przégia P ma co najmniej jedrkolumre ztozong wytacznie

z wyrazow dodatnich to rozpatrywanyéach jest ergodyczny.

Sposoby wyznaczania rozktadu granicznego:
Sposob 1.

Rozktad granicznyl jest jedynym niezerowym rozg@aniem uktadu
P -nn' =Q
spetniajcym warunek Zl_li =1,
i=1
Uwaga.
Z powyzszej rowndci wynika,ze NP =TI1 co oznaczaze wektorl1 jest wektorem wiasnym

macierzy P odpowiadgym wartdci wiasnej rownej 1.

Przyktfad.
Wyznaczy rozktad ergodyczny feeucha Markowa o macierzy
03 05 02
P=/06 0 04
0O 04 06

Nalezy rozwigzat rownanie jednorodne
-07 06 0 |, 0

05 -1 04 |N,|=|0

02 04 -04|nN, 0
Jest to uktad nieoznaczony z jednym parametrenyjRijmy np. M1 = 1, wtedyl'l, = 28/24,
M3 = 40/24. Dzielc te rozwjzania przez ich sugrotrzymamy rozwgzanie unormowane
N =[6/23, 7/23, 10/23].
Sposob II.

M. = A

j=—2—
2 A
k
gdzie A« to dopetnienia algebraiczne macierzy | - P (wyzn#dcmacierzy otrzymanej przez

skreslenie k-tego wiersza i k-tej kolumny).
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Przyktfad.
Wyznaczy drugim sposobem rozktad ergodycznfydacha z poprzedniego przyktadu.

Klasyfikacja stanow tancucha Markowa.
Niekiedy lzdziemy utasami& stan g z liczly k.

Stan g jestosiagalny ze stanu;gesli py(n) > 0 dla pewnego n,

Stany g i 5 nazywamywzajemnie komunikujacymi sie jesli stan g jest osigalny ze stanu
S, i odwrotnie.

Relacja wzajemnego komunikowania ekreslona na zbiorze stanéwrlaucha Markowa jest:
- symetryczna,

- przechodnia (z réwrici Chapmana-Kotmogorowa).

Zbior stanobw C nazywamyamknietym, jezeli zaden stan spoza C nie d& sishgnac
wychodzc z dowolnego stanu w C.

Stan g jeststanem nieistotnym (chwilowym)gdy istnieje stan, ®shgalny ze stanucsa stan
S hie jest osigalny ze stany; $
Stan, ktory nie jest nieistotny nazywa mitotny (powracajacy).

Przykifad.
Rozpatrzmy tacuch Markowa

0,25
m

0] Dﬁﬁs*[l] Dﬁ’*[Z S 3] s [4] O

Jego macierz P ma poéta
[0 025 0 05 025]

0 05 05 0 O
p=/l0 0 0 1 O
0 075 025 0 O
0O 0 0 05 05]

Stany 0 i 4 3 nieistotne.
Stany 1, 2 i 3 istotne.
Zbior standw {1, 2, 3} jest zamktiy.

Pojedynczy stan zamksy (musi by pw = 1) hazywamy stanepochtaniajgcym.
Stan g jestodbijaj acy gdy pk = 0. Stan odbijacy maze by zaréwno chwilowy jak
i powracajcy.

tancuch Markowa jestieprzywiediny, gdy wszystkie jego stany wzajemnie komuniksig,
w przeciwnym przypadku teuch jesprzywiediny.
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Macierz kwadratowa jesprzywiedina jesli istnieje permutacja pewnej liczby wierszy
i kolumn o tych samych numerach, ktéra pozwalagpisé w postaci

P O
{Al\ 5 } gdzie R, P> to macierze kwadratowe
2

W przeciwnym przypadku macierz jeseprzywiedina.

Twierdzenie.
Przestrzé standéw S tacucha Markowa mina jednoznacznie przedstawv postaci sumy:

S=TO0S0S,0.....

gdzie T - zbidér standéw chwilowych (nieistotnych),
S - nieprzywiedlne zamkagie zbiory stanéw powracajych (istotnych). 8r6d nich mog
by¢ podzbiory jednoelementowe stanow pochtatiagh.

tancuchy okresowe.
Okresemstanu powracagego j nazywamy liczb

0(j) = NWD(n: ;(n)>0)
jest to najwgkszy wspélny dzielnik takich liczb rze powrdt do stanu j nie nasipi¢ po
n krokach.

Stan j nazywamypkresowymgdy ma okres wkszy od 1 inieokresowymgdy ma okres 1.

Przyktfad.
Rozpatrzmy tacuch Markowa

URRURRCRSE

Jego macierz P ma poéta

m O O O
o O O -
o O +— O
o »r O O

Wszystkie stany majokres 4.

Przyktfad.
Rozpatrzmy tacuch Markowa

o] "o [ Ve (2] S 8]

Jego macierz P ma poéta

10
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075 0 025 O
0 075 0 025

Wszystkie stany majokres 2.

Przyktfad.
Rozpatrzmy tacuch Markowa

o] T, [ 7 (2] 2 18]

Jego macierz P ma poéta

0O 1 0 0O
1075 0 025 0
1o 0 0 1

0O 0 1 0O

Wszystkie stany majokres 2.

Twierdzenie.
W skaiczonym nieprzywiedlnym fecuchu Markowa wszystkie stany magn sam okres.

Zatem nieprzywiedlny kcuch Markowa nazywamy okresowym, gdy jego stanyarokjes
wigkszy od 1, w przeciwnym przypadkuw&ich nazywamy nieokresowym.
Stan, ktory jest powracgjy, niezerowy i nieokresowy nazywa grgodyczny.

tancuch ergodyczny.
tancuch jestergodycznyjesli istnieje
lim p; (n) =77, S =1 M=y ...
i
Rozktadll nazywamyozktadem granicznym

Twierdzenie Jeli w fancuchu Markowa o skwzenie wielu stanach, wszystkie stany istotne
S3 nieokresowe i twokg jedm klas, to istnie prawdopodobigstwa ergodyczne, przy czym

dla stanow istotnychgsone dodatnie, Zadla stanow chwilowychasone rowne 0.

tancuch stacjonarny .
Jednorodny tacuch Markowa jesstacjonarny gdy istnieje rozkladl jego standéwzwany
rozktadem stacjonarnym, ze

MNP =M
(tzn. M jest wektorem wiasnym macierzy P dla wéciavtasnej 1).
Zatem dla dowolnego m]P" =, oznacza toze j&li rozktad pocatkowy jest rownyfl, to
rozktad tancucha po dowolnej liczbie krokow jest taki sam rowny 1.

11
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J&li macierz P tacucha jest nierozktadalna to rozktad stacjonarsy gektadnie jeden. de

macierz P tacucha jest rozktadalna to rozkladdw stacjonarngsh\vicej niz jeden.

W fancuchu ergodycznym rozktad stacjonarny (granicznyg m@aley od rozkiadu

pocztkowego.
Uwaga.
ergodyczny =  stacjonarny
Odwrotna implikacja nie musi zachodzi
Przyktfad.

Rozpatrzmy tacuch Markowa

o] “[a] ™[
~_

Jego macierz P ma poéta

U

1
= O O
o O
O » O

Wszystkie stany majokres 3.
Zauwamy, ze wielomian charakterystyczny tej macierzy ma posta

W) = A -1

i jej wartcéci wkasne g rowne: A; =1, A, :1Th/§’ A; :1+TI\/§.

Poniewa wszystkie wartéci wiasne maja modut IN; =1 jest jednokrotpwartdcig wiasry
to rozpatrywana macierz jest nierozktadalna i ogda.

Lancuch ten jest stacjonarny, jego rozktadem stacjgmarjest (1/3, 1/3, 1/3).

Rozktad ten mezna wyznacz§ | lub 1l sposobem obliczania rozktadéw granicznych
Kolejne potgi macierzy P growne

001 100 010
P?=pP®? =11 0 O|,P°=P*®=|0 1 Of,P*=P=P"™=|0 0 1
010 001 100

dan=0,1,2,...

Zauwamy, ze zadna kolumna Pnie sktada siwytacznie z elementdéw dodatnich.
Rozktad graniczny nie istnieje.

Wezmy np. rozktad pocgkowy p(0) = (1, 0, 0).

12
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Obliczone prawdopodohistwa p(0) zestawiono w tabeli i przedstawiono n&regie dla

—_—o— stan O —m——sStan 1 - = = =Stan 2
1,2
; S A SN A
078 l'\\ I "\\ I l'
AV A VEAVENA VW
Tol NS AN LA AN
0,4* . ~ . N 4
0.2 \ N NN\
NERNIRYEYER NI RN
0 2 4 6 8 10
n
n=0,..8
p(n) \ n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Stan 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
Stan 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0
Stan 2 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Jak wid& lim p (n) nie istnieje dl&zadnej wspotrzdnej (dlazadnego stanu).

Whiosek.
Istnienie rozktadu stacjonarnego nie implikuje tarcuch jest ergodyczny.
Kazdy tancuch o skaczonej liczbie standw jest stacjonarny.

Przykifad.
Rozpatrzmy tacuch o macierzy P réwnej
05 05 0 O
105 05 0 O
lo 0 01
0O 0 10

tancuch ten nie jest ergodyczny. Zauwnwgy, ze rozktady (1/2, 1/2, 0, 0); (0, 0, 1/2, 1/2);
(2/4, 1/4, 1/4, 1/4) sstacjonarne (rozktadow stacjonarnychzeady¢ wiecej niz jeden bo
rozpatrywana macierz jest rozktadalna).

Przyktfad.
Rozpatrzmy tacuch o macierzy P réwnej

13
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0 0 12 12
o o w4 34
P=lys 718 0 o

1/4 3/4 O 0
Wszystkie stanysokresowe (majokres 2).

Przyktfad.
Rozpatrzmy tacuch o macierzy P réwnej
05 05 0 O
|05 05 0 O
o 0 01
0O 0 10

Wyznacz graf tego fecucha.
Jakie § domknkte klasy tego tacucha?, Czy jest todauch nieprzywiediny?
Czy tancuch ten ma stany okresowe? Czy wszystkie staokresowe ?.

Sprawd, ze lim P" nie istnieje izadna kolumna 'Pnie sktada si wytacznie z elementéw
dodatnich.

Przykifad.
Rzucamy symetrycznczworgcienry kostky (nasciankach liczby 1, 2, 3, 4). Rozpatrujemy
tancuch Markowa X okreslony jako cgg maksymalnych wynikéw sgmd rzutéw 1,2,3,...,n.
Sprawd, ze tacuch ten ma macierz P rowvn
025 025 025 025
0 05 025 025

S 075 025

0 0 0 1
Wyznacz graf tego facucha. Czy tacuch ten ma stany okresowe?

Przyktad.
Gracze A i B rozpoczynajgre z kapitatem 2zt kady. W kadej partii gracz A wygrywa
z prawdopodobigstwem 0,6, gracz B wygrywa z prawdopodaiievem 0,4. Po kalej partii

przegrywagcy ptaci wygrywagcemu 1 zi.

a) jakie jest prawdopodohistwo,ze gra zakaczy sk po 2 partiach ?

b) jakie jest prawdopodohistwo,ze po 4 partiach kapitat kdego gracza wyniesie 2 z4?
c) lle wynosi warté¢ oczekiwana kapitatu gracza A po 2 partiach?

Przyjmijmy, ze stany procesu to kapitat w posiadaniu graczayh {, 1, 2, 3, 4}.
Macierz P ma posta
1 0 0 0 0]

04 0 06 0 O
p=0 04 0O 06 O
O O 04 O 06
0O 0 O0O 0 1

14
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Stany 0 i 1 spochtaniagce (osagniccie ktdrege z tych standéw oznacza bankructwo jednego
z graczy). Do jakiej klasy natg pozostate stany? Narysuj odpowiedni graf.

Rozktad pocatkowy p(0) =[O0, 0, 1, O, 0].

Ad. a) p(2) = p(0)P=[0,16; 0, 0,48, 0, 0,36], zatem prawdopodasi®o zakaczenia gry
po 2 partiach wynosio2) + p(2) = 0,16 + 0,36 = 0,52.

Ad. b) p(4) = p(0)P=[0,2368; 0, 0,2304, 0, 0,5328), zatem prawdoptEistwo, ze kazdy
z graczy ma po 2 zt po 4 partiach wynos(4p = 0,2304.

Ad. ¢) na podstawie p(2) =[0,16; 0, 0,48, 06],8bliczamy warté& oczekiwan kapitatu
gracza A po 2 partiach: 0,23t + 0,364zt = 2,4zl.

Zatem gdyby gracze wielokrotnie rozegrali po 2 ipartapc pocatkowo po 2 zi, to
przecetna wygrana gracza A wynositaby 40 gr.

Przyktfad.
Jeli cigg zmiennych losowych
Xo, Xq, X5, X3, ...
jest taacuchem Markowa o macierzy P, toggzmiennych losowych
Xoy X2, Xy, ...

jest taicuchem Markowa o macierzy.P
Wskazowka. Natey skorzysté z rownaci Chapmana-Kotmogorowa.

ZADANIA

Zadanie 1.

. . 10 01
Wyznaczy wartdgci wlkasne macierzy & = b) P=
01 10
Czy odpowiedni tacuch Markowa jest ergodyczny. Narys@waaf tego tacucha.

Sprawdzt, czy dla tego Hacucha istnieje rozktad graniczny.

Zadanie 2.

Wyznaczy kolejne potgi macierzy P = {01'5 O(ﬂ
Czy odpowiedni tacuch Markowa jest ergodyczny. Narysawgaaf tego tacucha.
Poréwna wiersze macierzy'Rn = 4, 8, 16) i sktadowe wektora rozktadu granago.
Oblicz m(e0) , D?().

0,671875 0,328125

Odp. np.P® = N =[2/3, 1/3]
0,65625 0,34375
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Zadanie 3.
tancuch Markowa ma dwa stany i rozktad graniczny [pWyznaczy macierz P tego
tancucha.

Zadanie 4.
Rozktad pocatkowy tancucha Markowa ok&onego macierz prawdopodobigstw przeé
03 05 02
P=/06 0 04
0 04 06
wyraza st wektorem
a) (1,0,0),
b) (0,5; 0; 0,5),
Wyznaczy prawdopodobigstwa znalezienia siw poszczegolnych stanach tegadacha po
1) dwdch etapach, Oblicn(2), D? (2).
2) trzech etapach, Oblicm (3D?*(3).

3) nieskaczenie wielu etapach. Oblian(co , D*().

Zadanie 5.
Rozktad pocatkowy tancucha Markowa ok&onego macierz prawdopodobigstw przeé
0 0 05 05]
O O 05 05
05 05 0 O
05 05 0 O

wyraza st wektorem (1, 0, 0).
Wyznaczy prawdopodobigstwa znalezienia siw poszczegolnych stanach tegadacha po

kolejnych etapach. Czysauch ten ma okéone prawdopodobiestwa graniczne?

Zadanie 6.

Podaj przyktadancucha, ktérego rozktady graniczne Zzgled rozktadu poctkowego.
Zadanie 7.
Uzasadnij wiasnit: Je&li fancuch Markowa ma dwa #@e rozktady stacjonarne to nie #@o

to by¢ tancuch ergodyczny.
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Zadanie 8.
Wyznaczy rozktady graniczne f&uchow wyznaczonych przez macierze

‘1110‘ 01001
3 3 3 2 2
23 001 0 0
5 5 00 11111
a) P:1101 b) P=5~;’55515
-~ 5 0 5 0= 00 =
4 4 2 5 5
1 1
05 03 o 11 g
_2 2_ 22

Narysuj odpowiednie grafy. Oblica(e) , D? ().
Odp. a) [6/17, 7/17, 2/17, 2/17] b) [1/12, 3/12,K/1/12, 2/12]

Zadanie 9.
Rzucamy symetrycznczwordgcienry kostky (nasciankach liczby 1, 2, 3, 4). Rozpatrujemy
tanhcuch Markowa X okreslony jako cag maksymalnych wynikow sgodd rzutow 1,2,3,...,n.
Sprawd, ze taacuch ten ma macierz P rogvn

025 025 025 025
0 05 025 025
0 0 075 025
0 0 0 1
Wyznacz graf tego fecucha. Czy tacuch ten ma stany okresowe?

p:

Zadanie 10.
Dany jest tacuch Markowa o macierzy przeja
0 1 0 0 ]
10010
P10 0 0 1
105 0 0 05]

Wyznacz macierze prawdopodoisén prze§¢ po dwoch i po trzech krokach. Spauz graf
tancucha. Ktére stany f@ucha g istotne? Ktére stany agucha g okresowe? Czy facuch

jest ergodyczny? Oblicz prawdopodaiseva graniczne.
Oblicz m(«), D?().
L.Kowalski 20.11.2009
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