MOMENTY ZMIENNEJ LOSOWEJ X

Moment rzedu k ( k - liczba naturalna)
m, = E(x*)
Uwaga
DX =m >— m”.



Wiasnos¢. Jesh 1stnieje mg to 1stnieje mg dla
kazdego s <Kk.



Moment centralny rzedu k ( k - liczba
naturalna)

Hy :E((X_EX)k)

Zauwazmy, ze w szczegolnosci p; = 0,
2
Wy — D" X.



wspolczynnik asymetrii (skosnosci)

_H

3
O

A



wspolczynnik skupienia (kurtoza)

H4
k=—-
04
Wskaznik kurtozy
k=43

O



Zaleznosci miedzy momentami zwyktymi 1
centralnymi.

k(k .
m, = Z[Z j:ukimll

i=0



w szczegolnosci
m, =, + m12 ,
My = iy + 3 ,m, +m13,

m, = My +Apmy +6p,m; +m14,

Hy = Zk:(— 1)i[fjmkim{'

i=0



w szczegolnosci
. 2
Hy = My — My

5

3
My =My = 3mymy +2my

_ 2 4
w, =m, —4dm,m, +6m,m; —3m,

>



Parametry dla wybranych rozktadow

Wybrane rozklady skokowe.

FUNKCJA ROZKLADU WART. OCZEKIWANA
NAZWA ROZKIADU PRAWDOPODOBIENSTWA WARIANCJA
WLEASNOSCI INNE PARAMETRY
1 EX=c+(n-1)/72;
Rozkladjednostajny P(X:k):; k:C,C+1,C+2, ...,C+Il-1 DZX:(IIZ—I)/IQ,
dyskretny

¢, n - catkowite; n >0

(gdy n =1 to rozktad jednopunktowy)

a=0

k=1,8-24/(n>-1)

EX=p; D’X=pq

Rozktad PX=0)=q PX=1)=p;q=1-p qg-p 1
zerojedynkowy a="— k=—-3
V Pq pq
re(,D
. n\ ok EX =np; D2X—npq
Rozktad dwumianowy P(X=k)= pq" q=1-p .
k a = q p
pe(0,1), neN k=0,1,2, ..,n Vnpq
X - liczba sukcesow w n probach B. 1—
k= 6pq +3
npq
/1 k
— — -4 EX=X;
Rozktad Poissona P(X o k) - k! e
_ : DX =2
>0 k=0,1,2, ..
1
a=——
i
k=—+3

my=A+31 + 4,
m,=A+T20 +62° + 2

My =A,
= A+37




Wybrane rozklady ciagle.

GESTOSC WART. OCZEKIWANA
NAZWA WLASNOSCI WARIANCJA
ROZKLADU INNE PARAMETRY
1 EX = (atb)/2
Rozktad jednostajny f(x)= m x €(a; b) D2X = (b—a)2/12
— 0
0 x e(a; b a
a.beR a<b (a; b) k=18
EX=m;
1 (x-m)’ DX = o?
Rozktad normalny f (.X) _ e 2 o2 x eR .
a=
m eR, oe(0, +x) oN27m k=3
m,=m-m,_ +(k-1)o’m,_,
0 gdyk—nieparzys
= o (k-1 gdyk—parzyste
EX = 1/a;
Rozktad wyktadniczy . ae™ x>0 D’X = 12/a2
X)= a =
a (0, + o) 0  x<0 k=9
k!
m, =—
k ak
k! & (-1
= ;
k ak jZ:(; ]'
Wskazowka do rozktadu wyktadniczego:
I x"e “dx =
n+l
0 a
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MOMENTY EMPIRYCZNE:

X1, X2, ..., X,— dane statystyczne (wartosci cechy X),

Y1, V2, ..., ¥yn— dane statystyczne (wartosci cechy Y),

Momenty zwykle,
M, = lei" — moment rzedu k cechy X (M; = X,).
n

M, = %Zxk -yl —moment rzedu £, / jednoczesnie badanych cech (X, 7).

Momenty centralne,

M, :%Z(x,. ~x)" — moment rzedu & cechy X .
~ 1

M, = —Z(xi - )?)K (y,- —)7) — moment rzedu £, / jednocze$nie badanych cech (X, Y).
n

11



Wilasnosci
a) M,=M,-M?,
b) My=M;—3MM,+2M;,
c) M,=M,—4M,M,+6M*M,—-3M},
d) M, =0,
€) Z\%:lZ(xi—x) =57,
n

D iy =3 -5l - 5)= Ty, - =con(X.Y),

M, My =My Mo, _

"y 2
\/Mzo \/M02 \/Mzo M - \/Moz Mg,

g
1 1 1 1 — —
*in-yi—*in-*Zyi *in‘yl'_XY
n n n n

2 2 Sy S
1 1 1 1 X Y
\/inz—(inj -\/Zyiz—(iyij
n n n n

12



Zadanie 1

Udowodnij wtasnosci a), b), c).

Zadanie 2

Jak zmieni si¢ warto$¢ momentoéw centralnych gdy
a) pomnozymy wszystkie dane statystyczne przez dodatnig statg c,
b) dodamy do wszystkich danych statystycznych statg a.

Zadanie 3

Jak zmieni si¢ warto$¢ charakterystyk

Srednia, wariancja, odchylenie standardowe, mediana, dominanta, wspotczynnik asymetrii,

kurioza gdy
a) pomnozymy wszystkie dane statystyczne przez dodatnig stala c,
b) dodamy do wszystkich danych statystycznych stalg a.
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Metoda momentow

Wyznaczanie estymatorow metoda
momentow

Nieznane momenty teoretyczne cechy X

szacujemy przez momenty empiryczne tego
samego rzedu.

14



Zatem przyymujemy, ze:

my =M, oraz my =My

~

W =M, oraz pu=M,

Parametry bedace funkcjami momentow
teoretycznych szacuje si¢ przez wartosci tych
funkcji obliczone dla momentow empirycznych.
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Przyklad
Dla rozktadu wyktadniczego z parametrem a

mamy wartos¢ oczekiwang rOwng

EX=m ] — l/a.

Poniewaz przyjmujemy m; =M, to 1/a = X,
1

zatem estymatorem parametru a jest y .
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Uwaga

Jesli cecha X ma momenty odpowiednio wysokiego rzedu
to momenty te majg rozktady asymptotyczne normalne.

Moment My ma asymptotyczny rozktad

2

m,, —m

2k k
n

Moment #, ma asymptotyczny rozktad

—2ku, ., — 2 4 k? 2
N(ﬂk’\/ﬂZk HiciMia — Hi lLl2lle1]

n
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Estymatory nieobcigzone momentow

centralnych
M =11
2 n_l 2
~ 2 ~
M" = M
’ (n—l)(n—Z) ’
2
i7" = n(n —2n+3) 7o 3n(2n—3) ~

=)= T =2 =3)
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Estymator nieobciazony wspolczynnika asymetrii

2 ilZ::(xi _f)3
: (n—1)n-2) §°

n

§° = ! Z(xl.—)?)z

n—13
jest wariancja nieobciazong (z proby)

gdzie
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Estymator nieobciazony kurtozy

gdzie

n

=3 (x, - %)

n—13
jest wariancjq nieobcigzong (z proby)
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Test wspolczynnika asymetrii.

1 & Ve
LMty
Niech n 4 !
i=1
empiryczny (z proby) moment centralny rzedu £.

Stawiamy hipotezy:

H,(a=0), H/(a#0)

Test skorygowany
2
M 3
M 3
Un =n -3 : -2
O+ M M;>—6M, M,

Test uproszczony (rozktad zblizony do normalnego):
2
M 3
3
M 2

U =n

Zbior krytyczny K =<k, o).
W obu przypadkach wartosci krytyczne k odczytujemy z tablicy rozktadu chi
kwadrat z jednym stopniem swobody.
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Test kurtozy.
1 n

—_\
Niech n 4 !
i=1
empiryczny (z proby) moment centralny rze¢du £.

Stawiamy hipotezy:
H,(k=3), H, (k#3)

Stosujemy statystyke:

Zbior krytyczny K =<k, o).

Warto$¢ krytyczng k odczytujemy z tablicy rozktadu chi kwadrat z jednym
stopniem swobody.
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Test Fishera (dodatkowy test normalnosci rozktadu)
Niech P, = lek )

Okreslamy kumulanty
K=
n
nP — P’
K — 2 1

> n(n—l)
~n'P =3nP P +2P’
o n(n—1)n—-2)

K _(n3+n2)P4 —4(n2 —|—n)P3P1 _3(n2_n)P22+12nP2P12_6P14

: n(n—1)n-2)n-3)

K
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Test wspolczynnika asymetrii.
Stawiamy hipotezy:

H,(a=0), H, (a#0)

Obliczamy wartos¢ statystyki:
n K,

Ve k2"

Statystyka ma asymptotyczny rozktad N(0;1)
K = (-o0; -k> U < k. 0)

gdzie k odczytujemy z tablicy N(0, 1) dla poziomu
istotnosci 1- o/2.

Decyzje:

Jesli U, €K to Hy odrzucamy ,

Jesli U, ¢K to nie ma podstaw do odrzucenia Hy .
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Test kurtozy.
Stawiamy hipotezy:

H,(k=3), H,/(k#3)

Obliczamy wartos¢ statystyki:

- 1/2 K4
U,=| —| =%
24) K:

Statystyka ma asymptotyczny rozktad N(0O;1)
K = (-00; -k> U < k. )

gdzie k odczytujemy z tablicy N(0, 1) dla poziomu
istotnosci 1- o/2.

Decyzje:

Jesli U, €K to Hy odrzucamy ,

Jesli U, ¢K to nie ma podstaw do odrzucenia Hy .
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Test normalnosci.
Stawiamy hipoteze:

H, (X - ma rozktad normalny)

Obliczamy wartos¢ statystyki:
U=U,)+WU,)
Statystyka ma rozktad Y,

Zbior krytyczny K =<k, o).

Wartos¢ krytyczng k odczytujemy z tablicy rozktadu chi
kwadrat z dwoma stopniami swobody.
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Przyktad.

Wiedzac, ze:
n P1 P2 P3 P4
100 [-4,04849 (116,8441|-2,91853 |338,0933
Oblicz
K1 K2 K3 K4

oraz

Ua Uk U

dla a = 0,05 sprawdz powyzsze hipotezy.
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Testy oparte o momenty z proby cd.
Test D’ Agostino oparty o wspolczynnik asymetrii.

Test D’ Agostino (1970) za statystyke testowg
wykorzystuje przeksztatcony wspotczynnik asymetrii z
proby. Niech

gdzie

W celu ,,normalizacji” rozktadu statystyki testowe]

stosujemy przeksztatcenie
Niech

A:a\/(n+1)(n+3)

6(n—2)
B 3(n® +27n—"70)(n+1)(n +3)
(n—=2)(n+5)(n+T7)(n+9)
Ww?=,2(B-1)-1
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Stawiamy hipotezy:
Stawiamy hipotezy:
Hy(a=0), H,(a#0)

(mozna tez stosowac jednostronne hipotezy alternatywne)

Statystyka ma rozktad N(0;1)
K = (-o0; -k> U < k; 0)

gdzie k odczytujemy z tablicy N(0, 1) dla poziomu
istotnosci 1- o/2.

Decyzje:

Jesli U, €K to Hy odrzucamy ,

Jesli U, ¢K to nie ma podstaw do odrzucenia Hy .
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Test D’Agostino oparty o kurtoze

Test za statystyke testowg wykorzystuje przeksztatcong
kurtoze z proby. Niech
SACEE)
_ g

1 & _
gdzie Szz_z(xi_x)z

W celu ,,normalizacji” rozktadu statystyki testowe;
stosujemy przeksztatcenie

Niech
k_3(n—1)
A= n+1
24n(n—2)(n—-3)
(n+1)2(n+3)(n+5)
B_6(n2—5n+2) 6(n+3)(n+)5)
C(n+7)(n+9) \ n(n—2)n-3)
CZM( /Hw]
B B> B
2
2 | e
¢ 1+ A4 2
U, = —
2
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Stawiamy hipotezy:
H,(k=3), H (k=+3)
(mozna tez stosowac jednostronne hipotezy alternatywne)

Statystyka ma asymptotyczny rozktad N(0;1)
K = (-o0; -k> U < k; 0)

gdzie k odczytujemy z tablicy N(0, 1) dla poziomu
istotnosci 1- o/2.

Decyzje:

Jesli U, €K to Hy odrzucamy ,

Jesli U, ¢K to nie ma podstaw do odrzucenia Hy, .
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Test typu omnibus D’Agostino oparty o kurtoze i
wspolczynnik asymetrii.

t.aczac dwa powyzsze testy otrzymuje si¢ test wrazliwy
na odstepstwa od normalnosci zarowno w postaci
niezerowej asymetrii jak 1 kurtozy istotnie r6zniej od 3
(D’Agostino 1973).

Stawiamy hipoteze:
H (X - ma rozktad normalny)
Obliczamy wartos¢ statystyki:

U=U,)+WU,)
Statystyka ma rozktad Y,

Zbior krytyczny K =<k, o).
Wartos¢ krytyczng k odczytujemy z tablicy rozktadu chi
kwadrat z dwoma stopniami swobody.

L.Kowalski 4.04.2016
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