K OMBINATORYKA

Kombinatorylky nazywamy dziat matematyki zajmay sk zbiorami
skaaczonymi oraz relacjami malzy nimi. Kombinatoryka w szczegokwm
zajmuje s¢ wyznaczaniem liczby elementéw zbiorow &&ponych
utworzonych zgodnie z olkilenymi zasadami. W matematyce szkolnej
wystepuje gtéwnie dziki klasycznemu rachunkowi prawdopodaiseva, gdzie

ma zastosowanie przy wyznaczanigdiazdarza.
Oznaczenia.

{a,,a,, ...,a,} 0znaczabioér o elementacha,,a,, ....a, .
Kolejnos¢ wypisania elementow zbioru nie odgrywa roli.

Dwa zbiory o takich samych elementagh-&wvne.

N ={123..} - zbior liczb naturalnych.

n

(a.a,, ...,a,) 0znaczaiag o wyrazacha,,a,, ....a, .

Kolejnos¢ ustawienia wyrazow w ggu jest bardzo wana. Zmieniajc kolejna¢

wyrazow W cijgu otrzymujemy inny ag.

Silnia. Symbol Nn!' (czytamy n silnia) oznacza iloczyn kolejnych liczb

naturalnych od 1 do n.

zatem N!=1[2[3[...[n

Przyjmujemyze 0O!=1.
Przyktad

5!'=1.2-3-4-5=120



Symbol Newtona

n
Symbol (kj (czytamy n po K’ lub ,n nadk’) dla n, kON O{0}, k<n

oznacza liczb okreslong wzorem:

nj_ nl
[kj_kKn—M!'

Przyktad

(q: N80 _,,
5) BI(7-5)! 2

Wiasnaci symbolu Newtona.

[HEN

n) _ (k+1) [k +2)Ll...0n
k| (n—K)! !

-]

|

o (5)=(n-y)=n
|
|

+n _n+1
k)] \k+1) |k+1
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Po obliczeniu warti symboli Newtona otrzymamy

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126126 84 36 9 1

Kolejne wiersze tego tragta to wspotczynniki wyspujagce we wzorze

dwumianowym Newtona

(a+8)" =a"+ [ﬂa"‘l B+ (:}:H Bt [:}:”'3 B+ ( ? J.:z LY
a—

Kombinacje
k elementow kombinacja zbioru n elementowego A, (k < n) nazywamy

kazdy k-elementowypodzbidr zbioru A.
Dwie kombinacje uwzamy za rane, gdy jaki element wysfpuje w jednej z
tych kombinaciji, a nie wyspuje w drugiej.

Liczba k-elementowych kombinacji zbioru n-elementge wyraa st wzorem:

S
k)™ K(n-k)!
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Przyktad

lle jest maliwych wynikow losowania w grze LOTTO (losujemy &cdb
sparéd 49)?

Rozwigzanie:

Kolejnos¢ wylosowanych liczb nie jest istotna, zatem

49
ce =[]=__22___13983816
6 ) 6(49-6)

Przyktad

Z ilu osob sklada siklasa, jgli wiadomo, ze dwuosobow delegagi mozna
wybrat na 300 sposobow?

Rozwigzanie:

Kazda dwuosobowa delegacja jest 2-elementowombinacy zbioru
n elementowego, gdzien oznacza il& uczniow w klasie. Wszystkich
kombinacji 2-elementowych zbioru uczniéw jest 3patem mamy rownanie:

r n! _(n-1)-n
Y 2Ufn-2) 2

=300 < #—-u-600=0

A =1+2400 =2401, /A =49, n1=_T=—24, m=——=15

n = -24 nie mae by liczbg 0oséb w klasie, wic jedynym rozwizaniem jest
n=25.
Odp. W klasie jest 25 0sob.

Kombinacje z powtorzeniami
k elementow kombinacja z powtdrzeniami ze zbiorumn elementowegaA,

nazywamy kady k-elementowypodzbior zbioru A, przy czym elementy mag



sie powtarzé (jest to losowanie ze zwracaniem k elementow zerabn
elementowego bez uwzginiania kolejnéci).

Liczba tych kombinacji wyrzaa se wzorem

C—:k_(n+k—1)! _(n+k-1
" k- Lk

n — liczba wszystkich tych elementéw zbioru

k — liczbawybranych réznych lub nie raniagcych s¢ elementéw zbioru

Przyktad
lle réznych deserdéw lodowych zionych z pgciu gatek lodéw mana zestaw
majc do dyspozyciji cztery rodzaje lodow (koleg@atek nie jest istotna)?

Rozwigzanie:
—s (8
o :( ]:56
5

Permutacje

Permutacja n elementowego zbioru A nazywamyzkg n wyrazowyciag
utworzony ze wszystkich elementow zbioru A, czylezdke ustawienie
wszystkich jego elementow w dowolnej kolejob Dwie permutacje uwamy
za r&ne, gdy przynajmniej dwa elementy wysija w nich na ranych

miejscach.

Liczba permutacji zbioru n elementowego waat wzorem:



Przyktad

Na ile sposobow n@my ustawd 6 osdb w kolejce?

Przyktad

lle jest maliwych wynikéw ukaczenia biegu przez 4 zawodnikow?

Zaktadamyze zawodnicy nie dziglmiejsc ex aequo.

Permutacje mma uta@samiad z wzajemnie jednoznacznymi odwzorowaniami

f.A- A. Jgli A={1,2, ... n}, to permutacja f odpowiada sposobowi ustawienia

jego elementow w gg (bez powtorz&) (1 f(1),f(2), ...f(n)]. Odwrotnie, kade
takie ustawienie w gg okrela wzajemnie jednoznaczriunkcj f: f(k) to jest

k-ty wyraz chgu. Czsto wygodnie jest zapisywapermutaci f za pomog

tabelki funkcjif:
. 1 2 ... n
fo f@ .. f(n

Je&li gérny wiersz tabelki jest w naturalnej kolefieq to dolny jest cigiem,

odpowiadagcym permutacif.

Permutacje z powtorzeniami.

Zbidr skiadajcy sk z n elementéw uposdkowanyd, wsrdéd ktorych pewn
elementy powtarzajsic odpowiednion;, N,, ..... Ny razy, nazywamyn -

elementow permutacja z powtdrzeniami Liczbatych permutacji wyrza sk



wzorem

Pnl, n2 ,..,nk -
n

n!n,!..n./!

Przyktad.

lle réznych wyrazéw, macych sens lub nie, moa utworzy, przestawiajc

litery w wyrazie 'statystyka".

Istnieje 10! permutacji utworzonych ze stowstatystyka ". Litery w danym
wyrazie powtarzajsk: literas - dwa razy, literd trzy razy, literaa - dwarazy,

literay - dwa razy. Zatem

|
2a2z =191 5600

0 2131212

Wariacje bez powtérzeai

k wyrazows wariacja bez powtérzai z n-elementowego zbiorA, (k < n),
nazywamy kady k wyrazowyciag elementow, ktérego wyrazy s0znymi

elementami zbioré.

Liczbak wyrazowych wariacji bez powtérzebiorun elementowego wyva

sie wzorem:
k_ nboo_(ny
\A —( 9! | Kl=n{n-1)L...0n-k +1)
n-k)!

n wyrazowe wariancje bez powtorzebiorun elementowegoaspermutacjami

tego zbioru. Zatem zachodzi zates¢:
8



V=P

n n

Zbior wszystkich funkcji réznowartosciowych ze zbioru k-elementowego
w zbior n-elementowy nima utazsamia& za zbiorem wszystkick wyrazowych

wariacji z powtérzeniami ze zbiorun elementowego.
Przyktad

Mamy do dyspozycji 9 drewnianych klockéw, na ktdryg pomalowane cyfry
od 1 do 9. lle mzemy utazy¢ liczb czterocyfrowych, wybierag kolejno bez

zwracania 4 klocki?
Rozwigzanie:

I I L&, 7. 8.
v :L:gzwzgq.g.g:mm
[9-4)1 & 51
W tym zadaniu wybradmy wariacje bez powtOrie poniewa kolejnas¢

klockéw jest wana i nie mog Sic one powtarza

Wariacje z powtérzeniami
k wyrazows wariacja z powtdrzeniamiz n elementowego zbiord nazywamy

kazdy k wyrazowyciag elementow tego zbioru.

Liczbak wyrazowych wariacji z powtérzeniami zbionuelementowego wyea

Sie wzorem:

Zbior wszystkich funkcji ze zbioru k-elementowego w zbior n-elenaamg
mozna utazsamia za zbiorem wszystkick wyrazowych wariacji z

powtdrzeniami ze zbiorun elementowego.



Przyktad

Dany jest zbior cyfr {1, 2, 3, ..., 9}.

lle liczb 4-cyfrowych mana utworzy z elementow tego zbioru?
Rozwizanie:

Kazda liczba 4-cyfrowa jest 4-wyrazgwvariacp z powtorzeniami zbioru

9-elementowego, wc ich ilos¢ wynosi:

W, = 9* = 6561

Regutamnozenia orazreguta dodawania

Je&ili jest m mazliwosci wykonania jednej operacji orazmazliwosci wykonania

drugiej to

- wykonupgc jedna i druga operacg mamy czniem-n mazliwosci

- wykonupgc jedng albo druga operacg mamy gczniem + n mozliwosci
Taka sama reguta stosuje sie do operacji wieloatagio.

Przykitad zastosowania reguty niemia.

lle réznych zestawdw obiadowych oferuje restauracjgeliana 7 r@nych zup,
6 rodzajow drugich dai 5 rodzajéw deseréw? Zaktadamy, zexda potrawa

pasuje do kadej.

Zupe wybieramy na 7 sposobdéw, drugie danie na 6 spvead deser na 5

réznych sposobow.

Zatem mamy 76 -5 =210 ranych zestawow.
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Zasada szufladkowa

Zasada szufladkowa zwana te zasad Dirichleta, a w gz. angielskim ,,Pigeon
hole Principle" mee by sformutowana nagpujaco. Jéli n + 1 gokbi
przyfrureto do n gotbnikdéw, to w pewnym gebniku beda przynajmniej dwa
gokebie.

Sformutowanie ogdlne:

Twierdzenie (Zasada szufladkowa)
Jeeli A=A OA UO....00A

oraz zbiér A ma co najmniej n + 1 elementéw to pejgnniej jeden ze zbioréw

A, A,,......,A, maco najmniej dwa elementy.

Zadania

Zadanie 1. lle maeemy utay¢ flag dwukolorowych dyspongg 5 kolorami?
(uktad kolorow na fladze nie symbolizowéa rozne kraje. np. flaga biato-

czerwona okrda Polsk, natomiast flaga czerwono-biata to Indonezja).
Odp. 20

Zadanie 2. W kolejce do kasy stoi 8 osébsrad nich Pawlak i Kargul. Na ile

sposobdéw mena ustawd te osoby w kolejce, aby oni stali obok siebie.
Odp. 76!-2 = 27!

Zadanie 3. Z talii 52 kart losujemy 5 kart. lle jest aigvych wynikéw

losowania, w ktorych wylosujemy 3 asy?
Odp. Na 4512 sposobow.
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