L.Kowalski - Uwagi o rozktadzie funkcji zmiennej losowej

UWAGI O ROZKLADZIE FUNKCJI ZMIENNEJ LOSOWEJ.

X - dana zmienna losowa ciagta o ggstosci f.
Y = g(X) g - borelowska, tzn. g’l(B) eB(R) dla B €eB(R),
Wyznaczy¢ gestos¢ g(y) zmiennej losowej Y.

1) Jesli g - $cisle monotoniczna i rézniczkowalna w przedziale (a, b) koncentracji X to:

g = F(ROP )

gdzieh=g".
Nalezy pamigtac¢ o przeksztatceniu przedziatu koncentracji.
Przyklad.
-b\1
Y =aX + b, wtedy g(y)= f(y—j—,
a |a
Przyklad.

e’ dlax>0

) ' 0 dla x<0
Jesli X ma rozktad o ggstosci f(x) = Y=X - 2,
+2), 8(0) = -2, g(oo) = oo,

weedy h(y)=(y+2), K'(y) =2(y

) 0 dla x<-2
g\y)= 2 )
2(y +2)e dla x> -2

2) Jesli g - przedzialami $ciS$le monotoniczna 1 rézniczkowalna w przedziale
(a, b) koncentracji X to:

2(y) =§f(h,.<y))1h;<y>\

gdzie h; - funkcje odwrotne do g dla poszczegdlnych przedzialow,
k - liczba warto$ci funkcji odwrotnej odpowiadajacych danemu y.

Przyktad.
Y = IXI, wtedy g =fy)+rfl) y>o0,

Przyklad.
2 _ LRl L
Y=X, wedy  g()=f[ 6)2ﬁ+f(6)25 y>0,

Jesli X - skokowa, o funkcji prawdopodobienstwa P(X = x;) = p;, g - dowolna to funkcja
prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y = g(X) ma postac:

g(x1) g(x2) g(x)
P1 P2 Px

Po uporzadkowaniu rosnaco wartosci g(x;) i zsumowaniu odpowiednich prawdopodobienstw.

Doktadniej



PY = y)=P(g(X)=y)=P[
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|

U(X ='xi)

{izg(x)=y}

{i:g(x)=y}

= 2 Px=x)= >p

{i:g(xp)=y}

Przyklad.

X - zmienna losowa skokowa o funkcji prawdopodobienstwa:
-4 -2 -1 0 1 2
0,4 0,1 0,1 0,1 0,1 0,2

wyznaczymy funkcje prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y = sgnX .
sgn(-4) = sgn(-2) = sgn(-1) = -1.

sgn(0) = 0.

sgn(l) =sgn(2) = 1.

Zatem funkcja prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y jest nastgpujaca
-1 0 1

0,6 0,1 0,3

W niektérych zagadnieniach wyznaczania rozkiadu funkcji zmiennej losowej najpierw
wyznaczamy dystrybuantg rozktadu zmiennej losowej Y = g(X), wg schematu
F,(y)=P(Y < y)=P(s(X) < y)=P(X € g™ ((~=. 7)) < )
nastgpnie jesli to mozliwe, wyznaczamy funkcj¢ prawdopodobienstwa (gdy jest to rozktad
skokowy) lub gestos¢ (gdy jest to rozktad ciagly).
Przyklad.
Jesli X ma rozklad o ggstosci
0 dlaxelo,3]

f(x)= (rozktad jednostajny na [0, 3])

% dla xe [0, 3]
Y:max(Z,X),
0 dla y<2
wtedy F (y)=P(Y < y)=P(max(2,X)< y)= %y dla 2<y<3
1 dla y>3

Nie jest to ani rozklad skokowy ani ciagly. Nie mozna wigc wyznaczy¢ ani funkcji
prawdopodobienstwa ani gestosci.

Jest to rozklad mieszany skokowo - ciagly i zgodnie z twierdzeniem o rozktadzie
dystrybuanty powyzsza dystrybuante mozna przedstawi¢ w postaci

Fy =¢F +,F,
gdzie c1 =2/3, Fl(y):{o dla ys2’
1 dla y>2
0 dla y<2
c,=1/3, F,(y)=qy-2 dla 2<y<3,
1 dla y>3
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Funkcje zmiennych losowych 2 wymiarowych.
(X1, X») - dana zmienna losowa ciagta o gestosci f.
Y = g(Xy, Xo) g - borelowska,
Dystrybuanta tej zmiennej losowej ma postac
G(y)= j j £ (x,.x,)dx,dx,
(8(xa.x)<y)
gesto$¢ g(y) wyznaczamy przez rézniczkowanie.

Przyklad.
Y =X;-Xs,

G(y)= ij(xl X, )dx,dx, = J‘( If(xl xz)dxzjdxl +T()].le(x1 xz)dxzjdxl

X X<y —oo\ y/x

wtedy gy = J'—f(x,l)dx+‘[ff(x,l)dx
X X 0 X

Przyklad.
(Xj, X») - zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym w kwadracie (0, 1) x (0, 1). Wyznaczy¢
rozktad pola prostokata o bokach xj, X, tzn. zmiennej losowej

Y=X;X;.
1 1
G(y)= ” dx,dx, =1— ” dxldxzzl—J.( J.dxzjdxlzy(l—lny)
XXy <Yy XXy 2y YA/ x
dla0<y<1
0 dla y<0
stad  G(y)={y(l-Iny) dla 0<y<I
1 dlal<y

zatem g(y) = -Iny dla0<y<1
Przyklad.
Y = Xo/X, ,

G(y)= I[ If(xl xz)dxz]dxl +J{‘Jf1f(x1 xz)dxz}dx1

Sy, 0

wiedy o)) - [, yx)dx+jxf(x youdx

—oo

Przyklad.
X1, X, - niezalezne zmienne losowe.
Xl - N(O, Gl)s X2 - N(Os 62)'
Niech g -Xi, % -%2 (maja rozktad N(0, 1).
O-l 0-2
7)( ) —5x%/2 7)( 272 —yx- /2
e e 1
g3 =- j s \/_dx+J‘ TRt e
(rozktad Cauchy'ego)

i korzystajac funkcji liniowej od zmiennej losowej y = ¥ 2. mamy
0-2
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1

g(y) = 5
ﬂ'o-z{l-kyz(o-lJ }
o, o,
Przyklad.
Y = X1 + X2 y
G(y) = I[If(xl,xz)a’xz}dxl

wtedy gy)= If(x,y—x)dxzjf(y—x,x)dx
Uwaga.

Jesli X, X, - niezalezne zmienne losowe to ggsto$¢ sumy wyraza si¢ splotem gestosci
brzegowych (p. dalej).

Przyklad.
Y=X;-X;3,

wtedy g = [flxx=ydx= [ f(x=yxudx

Suma niezaleznych zmiennych losowych.

Wiasnosci:

1) X, Y niezalezne skokowe zmienne losowe o funkcjach prawdopodobienstwa
P(X =x;), P(Y =Yyj;); wtedy funkcja prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X + Y
wyraza si¢ wzorem:
PZ=2)=2PX=x)P(Y =z-Xj); (zx=Xi+Yj)

2) X, Y niezalezne ciagte zmienne losowe o gestosciach f i f; ; wtedy gesto$¢ zmiennej
losowej X + Y wyraza si¢ wzorem:

F@ = [AWOfG&=Ddt= [ fGx=Df, @)t

(splot gestosci sktadnikow).
Funkcje zmiennych losowych n - wymiarowych.

Przyklad.
System sktada si¢ n ukladéw z ktérych kazdy ma czas bezawaryjnej pracy okreslony
rozktadem wykladniczym X; o parametrze a; niezaleznym od pozostatych ukladow.
Wyznaczy¢ rozklad bezawaryjnego czasu pracy catego systemu (system dziala jesli pracuje
chociaz jeden uktad).

Y=X;+X, + X3+ ...+ X,
Przez indukcjg pokazuje sig, ze Y ma rozktad o ggstosci:

2 -t dlay>0

8()’):(_l)n—1ﬁa_z e
4B o)

k=1
k#j
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Wtedy G(y) = (_ 1),,_1 1 ! 1-e Y

Otrzymany rozktad nazywamy uogélnionym rozktadem Erlanga n - tego rzedu T,,.

ET,)= E(ﬁt} >

k=1 A
D (1,) = D(ZT} -y
k=1 k=1 dy
gdyaj=a,=..=a,=A to
A"

g(y):me :/?/P(I’l—l,ﬂl‘) t>0 dlay>0
gdzie P(n-1, At) jest rozktadem Poissona.
Przyklad.

Y = min(Xl . X2 )

G =F O+ F()-F ()
wtedy 8= 1,0+ £, = [ £(rx)dx— [ f(x. y)dx
Uwaga.

Jesli Xj, X5 - niezalezne zmienne losowe to:
Gy)=F )+ F,(y)-F () F,(y)
g = finA-F,(»))+ f,(»A-F ()

Jesli X, X, - niezalezne zmienne losowe o takim samym rozktadzie to:
Gy)=F(y)2-F (y)

wiedy gY)=2f (nA-F (y)
Przyklad.
Y = max(X;, X3 )
G)=F (y,y)
wtedy g(y)= If(y,x)dx-i— If(x, y)dx
Uwaga.
Jesli X, X; - niezalezne zmienne losowe o takim samym rozktadzie to:
G(y)=F*(y)
wtedy 8(Y)=2f MWF (y)
Przyklad.
Jesli X, Xo, ..., X, - niezalezne zmienne losowe o dystrybuantach Fy, F,, ..., F,, wtedy
zmienna losowa
a)

Y = max(Xl . Xz,..., Xn)
ma rozktad o dystrybuancie
G(y)=PY <y)=Pmax(X,,X,,...X,)<y)=P(X, <y, X, <y,...X, <y,)=

=F() F(y) .. F,(y)
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Np. gdy Xi, Xy, ..., X, maja niezalezne rozklady jednostajne na przedziale (0, 1), to

0 dla y<0
G(y)=4y" dla0<y<l
1 dla y >1
Ggstos¢ tego rozkladu wyraza si¢ wzorem
0 dla y<0 oraz y=1
J)= {ny”_1 dla0<y<l

b)
Y = min(X; , Xo,..., Xu)
ma rozktad o dystrybuancie
G(y)=P¥Y<y)=1-PY 2y)=1-P(X,2y,X,2y,...X,2y,)=

=1-[1-F()- A= F())-... A= F,(y)]
Np. gdy X, X», ..., X, maja niezalezne rozklady jednostajne na przedziale (0, 1), to

0 dla y<0
G(y)=<1-(1-y)" dla0<y<l
1 dla y>1
Ggstos¢ tego rozkladu wyraza si¢ wzorem
0 dla y<0 oraz y=1
FO)= {n(l— y)" da0<y<l

Rozklady funkcji od rozkladu normalnego.
X, Xy, X3 ..., Xp) - rozktad normalny.
Y =g(X;,X;, X3 ..., Xy), nalezy wyznaczy¢ rozktad Y.

Przyklad.
Y = 31X1 + 3.2X2 + a3X3 +....+ a3Xn +b
n=2
~(y-m,)’
s =——e
o, N2
gdzie: my =aym; +axmy + b, 0'5 =a o} +a;0; +2a,a,r0,0,,

Przez indukcj¢ mozna pokaza¢, ze dla dowolnego n Y ma rozktad normalny o parametrach:

my = ajm; + amy + ... +a,m, + b,
0')2, = Z:aizo'i2 + ZZai ar,0,0;,
i<j
Przyklad.
X1 . Xy, - niezalezne, o rozktadzie N(O, 1). ¥, =X 12 +....+X ,f ma rozklad chi kwadrat

n y

neN y: ¢ x>0
Sy = 251’*(&]
2
0 x<0
EX =n; D2X =2n
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Przyklad.

X - N(m, o), Y =¢*

Ma rozklad logarytmiczno-normalny.

Nazwa pochodzi stad, ze X = InY ma rozktad normalny.

ZADANIA

Zadanie 1
Wyznaczy¢ rozktad sumy dwoéch niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie Poissona
z parametrami A;, A;.

(odp. Jest to rozktad Poissona z parametrem A; + A;)

Zadanie 2
Wyznaczy¢ rozktad réznicy  dwoéch niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie
wyktadniczym z parametrem a.

bl

(odp. Jest to rozktad Laplace'a: g(y)=ae * )

Zadanie 3
System sktada si¢ z 2 uktadéw z ktérych kazdy ma czas bezawaryjnej pracy okreslony
rozktadem wykladniczym X; o parametrze a; niezaleznym od drugiego uktadu. Wyznaczy¢
rozktad bezawaryjnego czasu pracy calego systemu (system dziala jesli oba uktady pracuja).
Y = min(X1 . X2 )

Odp. Jest to rozktad wykladniczy o parametrze a; + a,.

Zadanie 4
System sklada si¢ z 2 uktadéw, czas wiaczenia tych uktadow ma rozklad wyktadniczy X; o
parametrze a; niezaleznym od drugiego uktadu. System zaczyna dziata¢ dopiero gdy wlacza
si¢ oba uklady. Wyznaczy¢ rozktad czasu rozpoczecia pracy calego systemu.
Y = max(X; , X3 ).
(odp. gy)=ae ™ (1 —e )+ a,e (1 —e ) y>0
Nie jest to rozktad wyktadniczy)

Zadanie 5
Wyznaczy¢ gestos¢ rozktadu logarytmiczno-normalnego.
_(ny-m)*
(odp. g(y)= e >0)
8= ox y
Zadanie 6
Wykonujemy niezaleznie pomiar oporno$ci R oraz pradu I (znamy btedy wzgledne

5, :% =as §, :%: »)- Nastgpnie na tej podstawie chcemy oceni¢ poziom napigcia U = IR,

oraz warto$¢ mocy P = I’R.
Oblicz D*U, D*P, cov(U, P), p(U, P).
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w w
odp. Y =(U,P)=T(R, ) gdzie 7| &R aI || T R |,
(0dp. Y = (U, )= TR, D adrie 7= 3% 21 Lzm
oR 0
K - (@*+b)HI’R* (@’ +20°)P°R* | a +2b°
! (@* +2b)I’R* (a” +4b*)I'R* ' P Ja? +b2Na? +4b>
Zadanie 7
Przy réwnoleglym taczeniu ogniw prad w obwodzie okreslony jest wzorem:
E
I = W
R+—
n

E - sita elektromotoryczna ogniwa, W - jego opér wewngtrzny, n - ilo$¢ ogniw,
R - op6r zewngtrzny.

Wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwana i wariancj¢ pradu jesli E, R, W sa niezalezne i dane sg ich
wartos$ci oczekiwane oraz odchylenia standardowe.

Zadanie 8
X, Y - niezalezne zmienne losowe o rozkladzie okreslonym funkcja prawdopodobienstwa
P(X=0)=12,PX=1)=3/8, P(X=2)=1/8,

Wyznacz funkcj¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej X + Y.

Zadanie 9

a) X, Y - niezalezne zmienne losowe o rozktadzie jednostajnym w [0, 1].

Wyznacz gestos¢ zmiennej losowej X + Y. Wyznacz parametry tej zmiennej losowej.
b) X, Y, Z - niezalezne zmienne losowe o rozktadzie jednostajnym w [0, 1].

Wyznacz gestos¢ zmiennej losowej X + Y + Z. Wyznacz parametry tej zmiennej losowe;.
Zadanie wykonaj stosujac splot gestosci a wynik sprawdz za pomoca funkcji

charakterystycznych.
Naszkicuj i poréwnaj wykresy gestosci zmiennych losowych
X, X+Y, X+Y+7Z.

Zauwaz, ze gdy rosnie liczba rozpatrywanych sktadnikéw, wykres gestosci staje si¢ podobny
do krzywej Gaussa.

Zadanie 10

X - zmienna losowa odpowiadajaca mierzonej wielkosci (zakladamy, ze ma rozktad
jednostajny w [0, 8]), Y - niezalezna od X zmienna losowa opisujaca btad pomiaru
(zaktadamy, ze ma rozktad normalny N(O, 1)).

Wyznacz g¢stose zmiennej losowej odpowiadajacej wynikowi pomiaru
U = X + Y. Wyznacz parametry tej zmiennej losowe;j.

Zadanie wykonaj stosujac splot gestosci a wynik sprawdz za pomoca funkcji
charakterystycznych.

Naszkicuj wykres gesto$ci zmiennej losowej X + Y.

22.03.2009



