L.Kowalski —Funkcje zmiennych losowych

FUNKCJE ZMIENNYCH LOSOW YCH

Uwagi o rozktadzie funkcji zmiennej losowej jednowyniarowe,;.

Jeili X - skokowa, o funkcji prawdopodobisstwa P(X = X = p, g - dowolna to funkcja
prawdopodobigstwa zmiennej losowej Y = g(X) ma posta

g(%a) 9(%) " g(%)
p1 o J o

Po uporadkowaniu rosgco wartgci g(x) i zsumowaniu odpowiednich prawdopodaisty.
Doktadniej

P(Y=y)=P(g(X)=y)=P( U(X=>s)]= YP(X=x)= >p

{i:g0x)=y} {i:g(x)=y} {i:g(x)=y}

Przyktad.

X - zmienna losowa skokowa o funkcji prawdopodabiea:
-4 -2 -1 0 1 2
0,4 0,1 0,1 0,1 0,1 0,2

wyznaczymy funkej prawdopodobigstwa zmiennej losowej Y = sgnX .
sgn(-4) = sgn(-2) = sgn(-1) = -1.

sgn(0) = 0.

sgn(1) =sgn(2) = 1.

Zatem funkcja prawdopodolfistwa zmiennejlosowej Y jest ngstijaca
-1 0 1
0,6 0,1 0,3

X - danazmienna losowa cigta o gestaici f.
Y = g(X) g - borelowska, tzn%¢B) OB(R) dla B OB(R),
Wyznaczy gestas¢ g(y) zmiennej losowej Y.

1) Jéli g - scisle monotoniczna i iniczkowalna w przedziale (a, b) koncentracji X to:
g(y) = f(h()h ()

gdzie h = &.
Nalezy pamketa¢ o przeksztatceniu przedziatu koncentracji.
Przyktfad.
_y-b)1
Y =aX + b, wtedyg(y)=f|— |—,
a Jld
Przyktfad.
_ _ 0 dlax<0
J&li X ma rozktad o gstasci f(x) =9 _ Y=JX -2,
e* dlax>0

wtedy h(y) = (y+2)°, h'(y) =2(y+2), g(0) = -2, g) =,
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() = dlax<-2
I= 2(y+2)e?  dlax>-2

2) Jali g - przedzialami $cisle monotoniczna i rniczkowalna w przedziale
(a, b) koncentracji X to:

9= 1 )

gdzie h - funkcje odwrotne do g dla poszczegdinych przadui,
k - liczba wartéci funkcji odwrotnej odpowiadagych danemu y.

Przyktad.
Y=IX|, wedy  g(y)=f(-y)+f(y) y>o0,

Przykifad.

Y = X2, wtedy g(y)=f(—\/§)%+f(\/§)2—j§ y>0,

W niektérych zagadnieniach wyznaczania rozkladukdjinzmiennej losowej najpierw
wyznaczamy dystrybuagntozktadu zmiennej losowej Y = g(X), wg schematu

F,(y) = P(Y < y)=P(g(X) <y)= P(X Dg™*((~,y)) < )

nastpnie j&li to mozliwe, wyznaczamy funkej prawdopodobigstwa (gdy jest to rozkiad
skokowy) lub gstas¢ (gdy jest to rozktad ggty).

Przyktad.
J&li X ma rozktad o gstaici
0 daxd[o,3]
f(x) = rozkitad jednostajny na [0, 3
(X % dlax0[0, 3] ( j jny na [0, 3])
Y =max2,X),

0 dla y<2
wtedy F (y) = P(Y < y) = P(max@, X) < y) = %y dla 2<y<3

1 dla y>3
Nie jest to ani rozklad skokowy aniagly. Nie mana wic wyznaczy ani funkcji
prawdopodobigstwa ani gstasci.

Jest to rozklad mieszany skokowo -agty i zgodnie z twierdzeniem o rozkladzie
dystrybuanty powksz dystrybuang mazna przedstawiw postaci

I:Y = ClFl + CZFZ

0 dla y<2

dzie = 2/3,F(y) = :
gdzi g 1(Y) {1 dia y>2
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0 dla y<2
¢ =1/3,F(y)=qy-2 dla 2<y<3,
1 dla y>3

Funkcje zmiennych losowych 2 wymiarowych.

(X1, X2) - dana zmienna losowaggta o0 g:stasci f.
Y = g(X1, X2) g - borelowska,
Dystrybuanta tej zmiennej losowej ma pdsta
G(y)=  [[F0ux)dxdx,
(904.%)<y)
gestas¢ g(y) wyznaczamy przez rbiczkowanie.

Przyktad.
Y = Xl[Xz )

G(y) = [[ 0% ke, = j[ Tf(xl,xz)dxz]dxl +T[yff (xl,xz)dxz}ixl

X<y —oo\ y/%

wtedy a(y) = flf(x,i)dwflf(x,i)dx
2 X X o X X
Przyktad.
(X1, X2) - zmienna losowa o rozktadzie jednostajnym w ksaack (0, 1) x (0, 1). Wyznaczy
rozktad pola prostajta o bokach x x; tzn. zmiennej losowej

Y = X]_[Xz .
1 1
G(y) = ” dx,dx, =1- ” dx,dx, :1—.[{ jde]d)ﬁ: y@d-Iny)
X X<y X Xp2y y\y/%
dla0<y<1
0 day<0
stid  G(y)=!y@-Iny) da0O<y<l
1 dail<y

zatem g(y) = -Iny da0<g1
Przyktfad.
Y = Xz/Xl ,

Gy = j[ [ 106, xz)dledxl +T(yj (%, xz)dxz]dxl

—oo\ Yy

WEedy gy) = s (x ycx+  xt (x ye

Przyktad.

X1, X5 - niezalene zmienne losowe.

X1 - N(O,Gl), X5 - N(O,Gz).

Niech = X1, %, =22 (mah rozktad N(0, 1).

o, g,
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0 —x2 /2 ~yx%/2 o0 ~x2 /2 —Yx? /2 1
g =-[xFE —F — dx+[xE —F dx= -
9 _-[o N2 A2 -([ N2 N2 nll+y?)
(rozktad Cauchy'ego)
i korzystajc funkcii liniowej od zmiennej losowsj =y %1 mamy

JZ
1
a(y) = 2
7102{1+ yz(UlJ J
g, o,
Przyktad.
Y=X1+Xp,
o Yy=X
G(y)= | [ [ f(xl,xz)dszdxl
wtedy a(y) = Tf(x,y—x)dxz Tf(y—x,x)dx
Uwaga.

Jeli X3, Xz - niezalene zmienne losowe toggtad¢ sumy wyraa st splotem gstasci
brzegowych (p. dalej).

Przyktad.
Y = X]_ - X2 ,

wtedy a(y) = Tf(x,x— y)dx = Tf(x— y, X)dx

Suma niezalgnych zmiennych losowych.

Wiasndgci:

1) X, Y niezalene skokowe zmienne losowe o funkcjach prawdopodsbiea
P(X =x), P(Y =Yy); wtedy funkcja prawdopodohistwa zmiennej losowej X + Y
wyraza St wzorem:
P(Z=2) =X PX=X)P(Y =%-%); (x=x+}y)

2) X, Y niezalene chgte zmienne losowe ccgtasciach f i f, ; wtedy gstasé zmiennej
losowej X + Y wyraa st wzorem:

f(x)= T f,(t)f,(x—t)dt = T f,(x—1)f,(t)dt

(splot gestasci sktadnikow).
Funkcje zmiennych losowych n - wymiarowych.

Przyktfad.
System skifada sin uktadow z ktérych kaly ma czas bezawaryjnej pracy ckoay
rozktadem wykladniczym X o parametrze ja niezalenym od pozostatych ukiaddw.
Wyznaczy rozktad bezawaryjnego czasu pracy catego systeyaiem dziata i pracuje
chocia jeden uktad).

Y=X1+Xo+ X3+ ...+ X,
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Przez indukgj pokazuje s, ze Y ma rozkiad o gstasci:

- et n n —a;y |
a(y) (1) ”a’zﬂ(e ) dlay>0
1= j=1 aj _a'k
Wtedy G(y) = (_1)n-1|£J a,zn: nl—e_aiy

= D (aj —ak)

K# ]
Otrzymany rozktad nazywamy uogoélnionym rozktaderamiga n - tego kdu T,.
er)=g[ 31 )-3 2

k=1 G

D*(T,) = D{iﬁj:il

k=1 k=1 akz
gdya=a=..=a&=A to
A
a(y) = (51 _)1)_, e =AP(n-1At) t>0 dlay>0
gdzie P(n-1At) jest rozktadem Poissona.
Przyktfad.

Y = min(Xl , Xo )
G(y) =F (y) + F(Y) - F (v, y)

wtedy 9(Y) = 1,(y) + £,(y) - f  (y, X)dx - f f (x, y)dx

Uwaga.
J&li X4, X5 - niezalene zmienne losowe to:

G(y) =F.(y) + F,(y) = F.(y) [F,(y)
a(y) = f,(y)A-F,(y)) + f,(y)A- F.(y))

J&li X4, X5 - niezalene zmienne losowe o takim samym rozktadzie to:
G(y) =F(N(2-F (y)

wtedy g(y) = 2f (y)L-F (v))
Przyktfad.
Y = max(%, Xz2)
G(y)=F (v.y)
y y

wtedy 9(Y) = [ £y, 0dx+ [ £(x, y)x
Uwaga.
J&li X4, Xz - niezalene zmienne losowe o takim samym rozkfadzie to:

G(y) =F*(y)
wtedy a(y) = 2f (y)F ()

Rozktad funkcji od rozktadu normalnego.
(X1, X2, X3 ..., X) - rozktad normalny.
Y =9(X1, X2, X3 ...., X), nalezy wyznaczy rozkiad Y.
Przyktfad.
Y=aXi+aX, +@&Xsz+..+aXp+b
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n=2
-(y-m)?*
o) -—L_e #
Uy\/ZIT
gdzie: ny=am; + am; + b, Uj =a’gf +ajol +2a,a,r0,0,,

Przez indukej mazna pokazé, ze dla dowolnego n Y ma rozktad normalny o parancetra

my = am; + &m, + ... +am, + b,
o;=>Ya’c?+2) aaro o,

i<j

Przyktad.
X1, -.s Xq - Niezaléne, o rozktadzie N(0, 1)Y, = X/ +....+X 7 marozktad chi kwadrat
h, .y
y2 e 2
ON ] x>0
" f(y)= zzr[n]
2
0 x<0
EX = n; D’X = 2n
Przyktad.
X - N(m, o), Y=¢&

Ma rozktad logarytmiczno-normalny.
Nazwa pochodzi gtl, ze X = InY ma rozktad normalny.

FUNKCJA CHARAKTERYSTYCZNA

Wiasnaci zmiennych losowych nma rownie bada korzystajc
z przeksztatcenia Fouriera (Fouriera-Stieltiesayowadzi to do pajcia funkcji
charakterystycznej. Najwaiejszym zastosowaniem funkcji charakterystyczngst badanie
wiasnaci sum niezalenych zmiennych losowych i poréwnywanie rozktadow.

Funkcg ¢:R - C (zespolog zmiennej rzeczywistej) oking wzorem

¢a)=¢JU=E@“)=T€WFWL tOR

nazywamyfunkcj a charakterystyczng zmiennej losowej X.
Zatem dla zmiennej losowej skokowej o funkcji praywddobiéstwa P(X =x,) = p,

ot)=> pe™, tOR

natomiast dla zmiennej losowepgtej o gstasci f(x)

mn:?u@@wx tOR

Powyzszy szereg i catkegdezwzgtdnie zbiene do 1 (bo warkei modutu zmiennej losowej
e€”, tOR s réwne 1 i odpowiednio ) p = .1 jf(x)dle), zatem funkcja
k e

charakterystyczna zawsze istnieje.
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Wiasnaosci funkcji charakterystycznej.

a)¢0)=1 |¢ (<1 tOR,

b) ¢ jest funkcy jednostajnie aigta,

C) Paxsn(t) = €00 (1),

d) jesliistnieje E[X|* <o, k=1, to ¢ jest funkcy klasy & oraz ¢* (0) =i*EX*, czyli

_#% )
EX* = ETI
e) jesli istnieje i jest skaczona pochodng®)(0) to EX* <o, k> 1

) &)=, (-t)=¢_, (V)
g) jesli X, Y - niezalene zmienne losowe tg@, ., (t) = @, ()¢, (1),

h) funkcja charakterystyczna okte rozktad zmiennej losowej jednoznacznie.
Ad. b)

|¢(t +h) - ¢(t)| - ‘Eei(t+h)x _ Ee”x‘ _

:‘E(eitx (eihx _1» < quitx “eihx _1‘): quihx _]Dh_:O 0
Poniewa ostatnie wyraenie nie zalgy od t to zbienos¢ jest jednostajna.

Ad. c)
¢ax+b (t) — Eeit(aX+b) — Aitb EeiatX - eitb¢x (ta),

Ad. d) (dla zmiennej losowej gitej).
Poniewa rozpatrywana funkcja jest jednostajniggta to mana ré&niczkowa wzgledem t
pod znakiem caiki i wtedy

@' (t) =i jxf (x)e™dx, std ¢'(0) =i EX
Przez in_dukqf maozna pokazé, ze

pM(t) =i [ X ()e™dx, std ¢*)(0) =i*EX*

Ad. g) By () = EEY) = E(¢%e" ) = E&*EE™ = g, ()@, (1)

Funkcje charakterystyczne podstawowych rozkladowstatp podane w ich zestawieniu,
wyprowadzimy niektore z tych wzoréw.

Przyktad.
Wyznaczymy funkgj charakterystycznrozktadu dwumianowego.

n
P(X = k) = (kJ pgq" ¥ gdzieq=1-p
k=0,1,2, ..n.

é(t) = i(EJ kg ke = Z”:(Ej(pen )kqn—k — (peit + q)n

k=0



L.Kowalski —Funkcje zmiennych losowych

Przyktfad.
Wyznaczymy funkgj charakterystycznrozktadu wyktadniczego.
£(x) = ae™ x>0
0 x<0
t) = f ae e dx = am gty =2
R
Przyktad.

Wyznaczymy funkgj charakterystycznzmiennej losowej Y o rozktadzie
N(m, o).

_ (x-m)?
1 202
f(x) = e xOR
o\ 2

Najpierw wyznaczymy funke¢jcharakterystycznzmiennej losowe;j
X o rozktadzie N(O, 1).

o x2 o - Y x2 —2itx +i2t2 |+ Liz2
1 _7 itx 1 2 2
¢(t):j—e e dx=—je dx =
2 Vo Jorr 3.
- 1p 1 @ —E(X—it)z - L.
=e 2 = e 2 dx=e 2
V27 e

Do n(t) = €70, (ta) mamy ¢, (t) =€""¢, (to) =™ 2 =

Przyktfad.
Wyznaczymy za pomacfunkcji charakterystycznej momentdu 4 zmiennej losowej X o
rozktadzie N(O, 1).

t? t?

Mamy ¢(t) = ez?, zatemg'(t) = —te 2, $"(t) = (t2 _l)e‘tzz’ 8" (1) = (—t3 +3t)e—§,

P = -6 +3e 2, g¥0)=3,
stad m4=i§4:3.

Whiosek. Kurtoza tej zmiennej losowej wynosi 3.

Przykifad.

Pokaemy, ze suma niezalmych zmiennych losowych o rozktadzie Poissona armpatrami
A1, A2 jest rownig zmienry losowg o rozktadzie Poissona o parametkzer A».

Zmienna losowa o rozktadzie Poissona z paramekriefih, ma funkcg charakterystyczn

5ty = ol
suma niezatenych zmiennych losowych o rozkladzie Poissona z arpatrami
A1, A2 ma funkcg charakterystyczn(wtasnaé g))
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¢X Y(t) = e/ll(eit _1)6/12(8“ _1) = e(/11+/12)(eit _1)
Z rownasci  funkcji  charakterystycznych  wynika rowgto rozktadow  (funkcja

charakterystyczna okila rozktad zmiennej losowej jednoznacznie)adStprawdziwgé
postawionej tezy.

W szczegolnych przypadkach pma (korzystajc z retransformaty) na podstawie funkcji
charakterystycznej wyznaaozyozktad zmiennej losowej .

Wiasnaos¢ 1.
J&li funkcja charakterystyczng zmiennej losowej X jest bezwzglnie catkowalna, to X jest
zmienry losow Ciagla 1 gesStasc jej wyraza Sk wzorem

F(x) = %T T (et

Wiasnosé 2.

J&li funkcja charakterystyczné zmiennej losowej X jest okresowa o okresie ® X jest
zmienry losowy skokows o wartgciach catkowitych i jej funkcja prawdopodohstwa
wyraza st wzorem

P(X =k) = %r ’f¢(t)e*itkdt k - liczba catkowita

Przyktad.
Wyznaczymy rozktad prawdopodobswa zmiennej losowej, ktérej funkcja

charakterystyczna ma poéta(t) = e*" .

Jest to funkcja okresowa o okresig 2atem X jest zmiennlosowy skokows 0 wartgciach
catkowitych i jej funkcja prawdopodolfistwa wyraa st wzorem

1 gdy k=3
0 gdy k#3
Zatem X ma rozktad jednopunktowy P(X = 3) = 1.

17 e 17,
szk -_— e|t3e|tkdt:_ e|t3/kdt:
( ) 271_{7 271_{7

Funkcja tworzaca.

Jeli X jest zmienn losows przyjmupca nieujemne wartai catkowite i magca rozkiad
okreslony funkcp prawdopodobigstwa P(X =k)=p, k=012 ... to jej funkcja
tworzaca nazywamy zespolony szereg ¢ggawy

WS =W (9=3 P,

Przy czym jéli pewne wartéci k nie g punktami skokowymi to odpowiednie skfadniki
powyzszej sumy s réwne zero.

Zauwamy, ze powyzsz funkcje mozna formalnie okrdi¢ jako W(s) = E(sx).
Z wiasndci funkcji prawdopodobigstwa wynika,ze powyszy szereg pogowy jest zbieny
przynajmniej dIa|s|sl. Zatem z wiasnii zespolonych szeregdéw pgbwych wynika,ze

W(s) jest funkcy analityczm wewrgtrz kota jednostkoweg{:s| <1.
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Funkcja tworz gca jednoznacznie okre Sla rozkiad prawdopodobie nstwa
zmiennej losowej o nieujemnych warto  $ciach catkowitych, bowiem

1 d* B
Pe= 1 ger P 9.0 k=012...
Niekiedy do wyznaczania k stosuje satke Cauchy’'ego
Py = 1 @d O<r<1
271H .

(wartci¢ tej catki mana wyznacz§ za pomog twierdzenia o residuach).
J&li W(s) jest funkcja wymiergto stosujemy rozktad na utamki proste.

Przyktad.
Rozktad zerojedynkowy(X =1) = p, P(X=0)=q gdzie q=1-p
ma funkcg tworzaca

W(s)=q+ps

Funkcja tworzca sumy niezalsych zmiennych losowych jest réwna iloczynowi fumkc
tworzacych poszczegolnych sktadnikow.

Przykifad.
Rozktad dwumianowyP(X =k) = (Ej p“g"™ k=012...,n gdzie q=1-p

ma funkcg tworzaca

W(s)=(q+ ps)'
Uzasadnienie: rozkiad dwumianowy jest gummiezalenych rozktadéw zerojedynkowych.

Przykifad.

k

Rozktad Poisson#®(X =k) =%e’” k=012... A>0

ma funkcg tworzaca
W(s) ="

J&li dla zmiennej losowej X istnieje momentdu drugiego, to
m=Y'()
m, =W (1) + W' Q)
zatem
D2X =W"@) + W' @) -[w' Q)]

Uwaga.

Poniewa W, (e') = ¢, (t), gdzie ¢, (t) jest funkcj charakterystycznzmiennej losowej X,

to wiasndci funkcji tworzcych wynikaj z wihasndci funkcji charakterystycznych

z uwzgkdnieniem zamiany argumentu.

Np.

A O CHICT
[ [

=¥ 0

10
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(LP;( (e“) [&" [ﬂ)" l-IJ; (eit) @ et 0+ l_l_,;( (eit) e [
m, = (0) ( - ). =W )+ W' (D)

Funkcja tworzaca momenty (transformata Laplace’a).

Jeli X jest zmienn losowy dla ktorej istnieg momenty dowolnego ¢du to jejfunkcja
tworzaca momenty nazywamy funkej zespolog

M (t) =M (t) = E(e¥)
zatem dla zmiennej losowej skokowej o funkcji prapddobiéstwa P(X =X, ) = p,

M(t) = zetxk Py
a dla zmiennej losowejagtej o gzstasci f(x)
M (t) = j e*f (x)dx

tX

W obu przypadkach rozwijgg funkcg €
momenty zapisaw postaci

w szereg Taylora memy funkcg tworzaca

MO=3Cm
oo K!
zatem
_d*M(t)
Codtt |,
CO wyjasnia nazvwe rozpatrywanej funkciji.
Uwaga.
Migdzy funkcp tworzaca momenty a funkejtworzaca zachodzi zatinosé¢
M () = ¥(e')

(dla zmiennej losowej o nieujemnych waiiach catkowitych).

TWIERDZENIA GRANICZNE

Zbieznos¢ ciagu zmiennych losowych z prawdopodobiestwem 1 (prawie napewno)
Ciag zmiennych losowychX() jest zbieny do zmiennej losowej X z prawdopodalsevem
1 jesli

Plla: lim X, (@) = X(@)f]=1

Sredniokwadratowa zbieznosé ciagu zmiennych losowych
Ciag zmiennych losowychX) jestsredniokwadratowo zbigmy do zmiennej losowej X §é

lim EQx - X )

Nn—-oo
Rozpatrugc ten rodzaj zbienosci zakladamyze dla wys¢pujacych tu zmiennych losowych
(Xn), X istnieje skaczony moment rdu 2.

11
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Niekiedy stosuje gizapisl.i.m. X, = X (skrot od ,limitin mean”).

Stochastyczna zbignosé ciggu zmiennych losowych
Ciag zmiennych losowychX) jest stochastycznie (wg prawdopodadisisva) zbieny do
zmiennej losowej X jdi
L iimP(X, - X|<¢)=1
&0 n-ooo
lub réwnowanie
[ 1imP(X, - X|z¢)=0

&0 n-oow

Zbieznos¢ ciagu zmiennych losowych wg dystrybuant (wg rozktadu)

Ciag zmiennych losowychX) jest zbigny do zmiennej losowej X wg dystrybuanéljeciag
ich dystrybuant fjest zbigny do dystrybuanty F w kdym punkcie jej cigtosci (F jest
dystrybuarg zmiennej losowej X).

Zaleznosci miedzy zbienaosciami.

ZBIEZNOSC Z ZBIEZNOSC
PRAWDOPODOBIENSTWEM 1 SREDNIOKWADRATOWA
@ ZBIEZNOSC @
STOCHASTYCZNA

4— zbieznos¢ do statej
Pl (tzn. gdy granica ma rozktad
jednopunktowy)

ZBIEZNOSC WG
DYSTRYBUANT

Przykifad.
Rozpatrzmy c¢jg zmiennych losowych skokowych okienych na przedziale [0, 1)
W nastpujacy sposob

1 qgdy a)D{k;mj
n n
xkn (C()) = k k +1
0 gdy wOI[0, —[;]
n n
P(X, =1)=1; P(X, =0)=1-1
n n
Ciag Xo1, Xo2, X12, Xo3, X13, X23, +e:.. jest zbimy stochastycznie do zera bo
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O iimP(x,|2£)=lm>=0

0<e<l n-oow n-o N
Natomiast cig ten nie jest zbiay w zadnym punkcie przedziale [0, 1) bowiem dladego
ustalonego punktu otrzymujemy rozihig ciag zer i jedynek (zera i jedynki wygtuja na
dowolnie dalekich miejscach).

Przyktfad.
Ciag zmiennych losowych Xciagtych o rozktadach jednostajnych na przedziatdgHAn)
jest zbieny do rozktadu jednopunktowego X (X =0) =1) wg dystrybuant.

Uwaga.

Punktowa granica ggu dystrybuant nie musi byystrybuan.

Jeli  cigg funkcji charakterystycznych odpowiagigych rozpatrywanemu agowi
dystrybuant jest punktowo zliey do funkcji ciagtej to granica tych dystrybuant jest
dystrybuan.

Klasyfikacja twierdzé granicznych i szerszy ich wybor p. J.ZacharskiryBanatematyki
wyzszej, T. lI”.

Centralne twierdzenie graniczne Lindeberga — Levy'go

J&li niezalezne zmienne losow&; (i = 1, 2, ...,n) map taki sam rozklad oraz istnieje
E(X) = mi D*X,) = o > 0 to chg dystrybuant K, standaryzowanychrednich
arytmetycznychX , (lub standaryzowanych SURy )

jest zbieny do dystrybuantyp rozktadu N(O, 1).

Aby sie przekond, ze suma niezaimych zmiennych losowych o takim samym rozkitadzie
moze dyzy¢ do rozktaduN(O, 1) poréwnajmy rozktadN(0, 1) i standaryzowane rozktady
X+Y)2, X+ Y+ 2)/3, gdzieX, Y, Z niezalene zmienne losowe o rozktadzie jednostajnym
w przedziale [- 0,5; 0,5].

13
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0,5 — — — gestosé N(0,1)
gestosc X
U;l'/"_\\
s N
d AN
v \
2 s 03+ \\
S / \
7] 4 \
o / \
(=2} / 0,2 n \
/
Y N\
Vi N\
7 AN
/ 0,1+ N
// \\
\—\-—\-—\TT’\/\/\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\0\ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\TTTTT‘\-\—\\
-3 -2 -1 0 1 2 3
X
0,40
\ ———N(0,1)
\ (X+Y)/2
O
7]
8
/2]
[
o
0500 ‘ :
-5,00 -3,00 -1,00 1,00 3,00 5,00
X
— — — N(0,1)
(X+Y+2)I3
R3]
8
&
5,00
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Whiosek
Dla duzychn (w praktycen = 30)

znlxi -nm

Plas=——— oin <b|Od(b)-P(a)

W przypadku szczegélnym g (i = 1, 2, ...,n) maja rozktad zerojedynkowy to powsze
twierdzenie nazywamtwierdzeniem Moivre'a-Laplace'a

(zmienne losowey, =" X; map rozkiad dwumianowy).
i=1

Whniosek ztwierdzenia Moivre'a-Laplace'a:

%és%%§<ﬂm¢my¢m)

Uwaga Powysze twierdzenia wskazunpa wang rolg rozktadu normalnego.

Przykfad

Wadliwos¢ partii zarowek wynosi 0,01. Z tej partitarowek wylosowano 62zarowek.
Obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze wsrod wylosowanycliarowek ledzie

a) mniej niz 10 wadliwych,

b) najwyzej 10 wadliwych.

Rozwigzanie.
Y, — liczba wadliwychraréwek wrod wylosowanych,

Ad a)
Pr <10 Y¥-625001 _ 10-625001 |
625001099 /625001099

b (159 = 093448

Ad b)

P(Y <10 =P(Y <10 +P(Y =10 =P(Y <1} =
Y-625001 _ 11-625001 |
629001099 ,/625001099

[P (199 =097193

Prawo wielkich liczb Chinczyna
(X)) — ciag niezalenych zmiennych losowych o takim samym rozktadzigzaniech istnieje
E(Xi) =m.
Wtedy chg v :li x, jest zbieny stochastycznie dw.
n

i=1

Whiosek
Dla duzychn jedli istnieje DF(X,) = &> 0to

15
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£>0

0 Py, -m<e) chb[g‘FJ

Przypadek szczegdlnyprawo wielkich liczb Bernoulliego:
(X)) — ciag niezalenych zmiennych losowych o rozkladzie dwumianowyneadyt chg *n
n

jest stochastycznie zliiey dop.

Whiosek
Dla dwychn:

— P <

n

0 P[ X,
£>0

Jod )

llustracja powyszego twierdzenia dla rzutu mognép = 0,5),
X, — liczba ortow wn rzutach.
n = 1000 rzutéw

06000 -

czestos¢ orla

czestosé
:
|

0,4(11) T T T T 1
0 200 40 " a0 800 1000

Przyktad

Wadliwos¢ partii zarowek wynosi 0,1. Z tej partdiarowek losujemy zarowek. llezaréwek
nalezy wylosowa& aby prawdopodobisstwo, ze srednia liczba wadliwychiaréwek rénita si
co do wartéci bezwzgtdnej od wadliwéci partii 0 mniej nk 0,025 byto co najmniej rowne
0,95.

Rozwizanie
Y, — liczba wadliwychzaréwek vérod wylosowanych

Y 0,025/n
Pl |~ - 01 < 0,025 | 02| — -1> 095
( n # j (,/o,m,g} .
stad

o 0025/n | 0975 Oraz0025n
{0109 01009

zatem+/n>2352 i n> 553,

16



L.Kowalski —Funkcje zmiennych losowych

Ocere odchylenia wartéci zmiennej losowej od jej waroi oczekiwanej dajaieréwnosé
Czebyszewa

X — zmienna losowa oraz istniejefE m i D*(X) = ¢* > 0 wtedy

2 2

0 P(Xx-mz2e)<Z ., O P(x-m<e)z1-Z

&>0 E >0 52

(zatemo jest miag odchylenia wartéci zmiennej losowej od wartoi oczekiwanej).

Zauwamy, ze dla&g =30 otrzymujemy uogdlnione prawo "trzech sigm".

Z nieréwndcig Czebyszewa zwrzane g inne nierébwnéci np.

1) nieréwnos¢ Markowa
E[X["

0 0 P(x|ze¢)< .

>0 p>0

2) nieréwnos¢ Czebyszewa ll

N WdesE§

>0 E

3) nieréwnos¢ Czebyszewa Il (wykiadnicza)

Ee/]x
Ag

jesii E&™ <0 1o O P(X2¢)< -

4) nierownos¢ Bernsteina
jesli S, — liczba sukces6w w n probach Bernoulliego z pavetiobiéstwem sukcesu p to

o P i—pzfs <27
>0 N

17
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ZADANIA

Zadanie 2.1
X - rozktad wyktadniczy o parametrze a = 10, tzn.

10 dla x=0
f(x)=
0 da x<0

wyznaczy gestas¢ rozktadu zmiennej losowej Y = 2 - 3X.

Zadanie 2.2
Temperatura X mierzona w skali Fahrenheita ma sazkjednostajny w przedziale

(t1; t2). Wyznaczy rozktad temperatury przeliczonej na sk@klsjusza Y = 5(X — 32)/9.

Zadanie 2.3
Oporna¢ R rezystora ma rozktad jednostajny w przedzialeXrr + A ). Wyznaczy rozktad

przewodnéci Y = 1/R.

Zadanie 2.4

X - zmienna losowa skokowa o funkcji prawdopodabie/a:
-2 -1 0 1 2
0,3 0,1 0,1 0,3 0,2

wyznaczy funkcje prawdopodobigstwa zmiennej losowej Y =X

Zadanie 2.5
Sprawd, ze jesli

a daXc<a 0 day<a
Y=¢X dlaa<X<b to G(y)={F(y) daa<y<b
b dab<X 1 dab<y

Gdzie G - dystrybuanta Y, F - dystrybuanta X, aplbziomy nasycenia.

Zadanie 2.6
Sprawd, ze jesli
. X daX<a
Y =min(X,a) =
a daa<X
0 day<a
to G =
W) {F(y) daa<y

Gdzie G - dystrybuanta Y, F - dystrybuanta X.

18
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Zadanie 2.7
Ktdére z ponkszych funkcji nie mogby¢ funkcjami charakterystycznymi?
1

b0

1
1+t2

no

g =

w

. @(t)=sinat,

4. ¢(t)=cosat,

(62

. Bt =1-it.

Zadanie 2.8
Wyznacz funkgj charakterystycznrozktadu Poissona.

Korzystapc z niej wyznacz wartg oczekiwang i wariancg tego rozkfadu.

Zadanie 2.9
Korzystapc z funkcji charakterystycznej rozktadu wyktadnigae wyznacz wart@

oczekiwan i wariancg tego rozktadu.

Zadanie 2.10
Wyznacz funkgj charakterystycznrozktadu geometrycznego.

Korzystapc z niej wyznacz wartg oczekiwang i wariancg tego rozkfadu.

Zadanie 2.11
Wyznacz funkgj charakterystycznrozktadu jednostajnego na przedziale (0, 1). ¢pese

korzystagc z whasnéci funkcji charakterystycznej wyznacz fun&cjcharakterystyczn

rozktadu jednostajnego na przedziale (a, b), a<b

Zadanie 2.12
Wyznacz funkgj charakterystycznrozktadu gamma.

Zadanie 2.13
Wyznacz funkgj charakterystycznrozktadu liczby wyrzuconych ortéw przy rzucie tnza

monetami.

Zadanie 2.14
Pokaza, ze suma niezamych zmiennych losowych o rozkiadzie Poissona ampatrami

A1, ...,An jest rownie zmienny losows o rozkladzie Poissona o parametkze- ... f,.
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Zadanie 2.15
Pokazé, ze suma niezamych zmiennych losowych o rozktadzie N(maj),

i=1,..,n; jest zmiemarosowy N(my + ... + m, 01 + ... +0p).

Zadanie 2.16
Zmienna losowa X ma funkgprawdopodobigstwa

P(X=-2)=0,25; P(X=0)=0,5;P(X=2)=0,25
Wyznacz funkgj charakterystyczntej zmiennej losowe.

Zadanie 2.17
Zmienna losowa X ma dystrybuant
0 x<-1
F(x)=405 -1<x<1
1 x>1

a) Wyznacz funkej charakterystyczntej zmiennej losowe.

b) Wyznacz funkej charakterystyczn zmiennej losowej Y = 2X +1.

Zadanie 2.18
Wyznaczy rozkiad prawdopodobistwa zmiennej losowej, ktérej funkcja charakterggha

ma posta ¢(t) =cost .

(WskK. cost = % (e +e™))

Zadanie 2.19
Wyznaczy rozkiad prawdopodobbstwa zmiennej losowej, ktérej funkcja charakterggha

ma posta @(t) = cos't.

(Wsk. cogt = %(1+ cos2t)),

Zadanie 2.20
Wyznaczy rozkiad prawdopodobistwa zmiennej losowej, ktérej funkcja charakterggha

ma posta ¢(t) = 0,25(1+ e“)2 :
(Wsk. 02d1+¢'f = 025+ 056" + 025",

Zadanie 2.21
Wyznaczy rozkiad prawdopodobistwa zmiennej losowej, ktérej funkcja charakterggha

ma posta @(t) =e %"
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Zadanie 2.22
Zmienna losowa X ma funkgcharakterystycznpostacig(t) = el Czy istnieje EX?

Zadanie 2.23
Zmienna losowa X ma dystrybuant
0 x<0
F(x) =< 05X O<x<?2
1 X>2

Wyznacz funkgj charakterystyczntej zmiennej losowe.

Zadanie 2.24
Zmienna losowa X maggtas¢
0 x<-1
X+1 -1<x<0
P9 =91-x 0<x<1
0 x>1

Wyznacz funkgj charakterystyczntej zmiennej losowe.

Zadanie 2.25
Niech X i Y bedg niezalene o rozktadzie jednostajnym na (-0,5; 0,5). Pokazaich suma

ma rozktad o gstasci jak w poprzednim zadaniu.

Zadanie 2.26

Niech X i Y bgda niezalene o tym samym rozkiadzie i funkcji charakterystygzg(t) .

Wyznacz funkgj charakterystyczn zmiennej losowej Z = X - Y.

Zadanie 2.27
Funkcja

f(t,s) = exp{Zit - is—%(4t2 +0ts + 932)}

jest funkcy charakterystyczn2 wymiarowego rozktadu normalnego. Wyznaczyvektor
wartasci oczekiwanych i macierz kowariancji tej zmientegowej. Wyznacz§ gestas¢ tego

rozktadu.

Zadanie 2.28
System skilada siz 2 ukladow z ktérych kaly ma czas bezawaryjnej pracy chomy

rozktadem wyktadniczym X o parametrze; aniezalenym od drugiego uktadu. Wyznaczy
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rozktad bezawaryjnego czasu pracy catego systeystefs dziata jdi oba uktady pracu)).
Y = min(Xl , X2 )
Odp. Jest to rozktad wyktadniczy o parametrze &.

Zadanie 2.29
X1, X2, ..., X% - niezalene zmienne losowe 0 rozkiadzie olomym gstascig f(x).

Wyznaczy rozktad zmiennej losowej Y = mingX Xz ...,X;).

(0dp. G(y) =1-@-F(y))"; 9(y) =nf (y)1-F (y)™*)

Zadanie 2.30
X1, X2, ..., X - niezalene zmienne losowe o0 rozkiadzie alomym gstascig f(x).

Wyznaczy rozktad zmiennej losowej Y = max(X Xz ...,Xp).

(odp.G(y)=F"(y); 9(y) =2f (y)F"* (y))

Zadanie 2.31

Wyznaczy gestas¢ rozktadu logarytmiczno-normalnego.

1
odp. = e 2
(odp. g(y) oy 2

Zadanie 2.32

X, Y - niezalene zmienne losowe o rozktadzie odtomym funkcp prawdopodobigstwa
P(X=0)=1/2,P(X=1)=3/8, P(X=2) =1/8,

Wyznacz funkgj prawdopodobigstwa zmiennej losowej X + Y.

Zadanie 2.32
a) X, Y - niezalene zmienne losowe o rozkiadzie jednostajnym w [0, 1

Wyznacz gstas¢ zmiennej losowej X + Y. Wyznacz parametry tej zmmej losowe].
b) X, Y, Z - niezalene zmienne losowe o rozkfadzie jednostajnym w [0, 1

Wyznacz gstaé¢ zmiennej losowej X + Y + Z. Wyznacz parametryzgjiennej losowej.
Zadanie wykonaj stosag splot g@stosci a wynik sprawd za pomog funkcji

charakterystycznych.
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Naszkicuj i poréwnaj wykresyegtasci zmiennych losowych

X, X+Y, X+Y+Z

Zauwa, ze gdy raénie liczba rozpatrywanych sktadnikéw, wykresstpsci staje s¢ podobny
do krzywej Gaussa.

Zadanie 2.33

X - zmienna losowa odpowiadap mierzonej wielkéci (zaktadamy,ze ma rozkiad
jednostajny w [0, 8]), Y - niezalea od X zmienna losowa opigop bhd pomiaru
(zaktadamyze ma rozktad normalny N(O, 1)).

Wyznacz @stasé zmiennej losowe] odpowiadgej wynikowi pomiaru
U =X + Y. Wyznacz parametry tej zmiennej losowe;j.

Zadanie wykonaj stosag splot g@stosci a wynik sprawd za pomog funkcji

charakterystycznych. Naszkicuj wykresstpici zmiennej losowej X + Y.

Zadanie 2.34
Wykaza, ze chg zmiennych losowych

3 (X, -m)

— =1
hEETT

jest zbieny stochastycznie do zera.
Zaktadamy, ze zmienne losowe 3s niezalene o takim samym rozkiadzie
i skonczonych momentachg¢du 2.

(Wsk. Wykazé zbieznos¢ sredniokwadratow)

Zadanie 2.35
Sprawd, ze punktowa granica gju dystrybuant

0 gdy x<-n

F.(x) = x¥n gdy-n<x<n
2n

1 gdy x>n

jest funkcy ktéra nie jest dystrybuant

Zadanie 2.36

Rzucamy a) 100, b) 1000, c) 10000 razy mar@szacowa stosujc nierownagé
Czebyszewa i Bernsteina prawdopodabteo, ze liczba ortéw bdzie r@ni¢ siec od wartgci
oczekiwanej o wicej niz 5%.
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Zadanie 2.37
Wiadomo,ze 70% studentéw pewnego wydzialu WAThkay studia w terminie. 3k studia

na tym wydziale rozpoeg 60 studentdw, to oéeszang ukonczenia przez przynajmniej 45

Z nich studiéw w terminie. Zastosuj twierdzeniergeane.

Zadanie 2.37
Rzucamy 500 razy kosflsz&cienmg. Wyznaczy prawdopodobigstwo tegoze czstasé

wypadania jedynki ézie naleata do przedziatu
(1/6 - 0,05; 1/6 + 0,05).

Zadanie 2.38
lle razy naley rzucic moneg aby z prawdopodohistwem co najmniej 0,975 twierdzize

cze¢stos¢ wypadania ortadalzie naleata do przedziatu (0,4; 0,6).

Zadanie 2.39
lle razy naley rzuck monef aby z prawdopodobistwem 0,95 twierdzi ze czstas¢

wypadania orta mzie r@&nita se od 0,5 co najwiej o 0,1.

Zadanie 2.40
Wadliwos¢ pewnego wyrobu wynosi 10%. Obliczyprawdopodobigstwo, ze wérod 100

losowo wybranych sztuk tego wyrobedzie od 5 do 12 sztuk wadliwych.

Zadanie 2.41
Zmienna losowa Y jestredng arytmetyczg 3200 niezalenych zmiennych losowych

o jednakowym rozktadzie o wasm oczekiwanej 3 i wariancji 2.

Obliczy¢ prawdopodobigstwo,ze Y przyjmuje wartéci z przedziatu (2,95; 3,075).

Zadanie 2.42
Wiedzc, ze wariancja kadej z 4500 niezafmych zmiennych losowych o jednakowym

rozktadzie jest rowna 5, oszacaimarawdopodobigstwo, ze srednia tych zmiennych odchyli

si¢ od jej wartdci oczekiwanej nie wicej niz 0 0,04.

L.Kowalski, 27. 03.2010
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